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Vorrede. 



Wenn es schon zur tieferen Kenntniss einer fremden 
Sprache unerlässlich ist, nicht nur das Geschriebene oder Ge- 
sprochene zu verstehen , sondern auch selbst die Sprache reden 
zu können , so darf man von der Sprache der exacten Wissen- 
schaften um so mehr behaupten, dass sie nicht blos gelernt, 
sondern auch geübt Sein will. Findet man doch häufig genug 
imter seinen Zuhörern solche, keineswegs unbegabte Studirende, 
welche zwar alles Vorgetragene bestens verstanden haben, die 
sich aber äusserst ungeschickt anstellen, sobald ihnen die 
selbständige Lösung einer Aufgabe zugemuthet wird, die etwas 
mehr verlangt als die Substitution specieller Werthe in allge- 
meine Formeln. Dieser Erfahrung dankt das hiesige Polytech- 
nikum ^schon seit langer" Zeit die bewährte Einrichtung, den 
Vorträgen über reine und angewandte Mathematik besondere 
Kepetitionen beizugeben. Letztere beschränken sich nicht auf 
eine blosse Wiederholung des Vorgetragenen, vielmehr suchen 
sie durch zahlreiche Beispiele, welche von den Studirenden 
theils coram omnibus weiss auf schwarz gerechnet, theil^ zu 
Hause bearbeitet werden, dem Jünger der Wissenschaft die 
erforderliche Gewandtheit in der Lösung von Aufgaben zu ver- 
schaflfen. Die nämliche Einrichtung empfiehlt auch der deutsche 
Ingenieurverein in seinem Organisationsplane der polytechni- 
schen Institute, jedoch mit dem ausdrücklichen Wunsche, dass 
die Kepetitionen womöglich von dem vortragenden Professor 
selbst abgehalten werden möchten. Gegen die Zweckmässig- 
keit dieses Vorschlags lässt sich aber ein Bedenken erheben. 
Da Niemand seine Individualität verleugnen kann, so wird 
der repetirende Professor seiner Anschauungs - und Ausdrucks- 
weise treu bleiben, also nur noch einmal sagen, was er schon 
im Vortrage gesagt hat ; der Assistent dagegen bringt die Sache 
unter einem anderen Gesichtspunkte und in anderer Eedeform 
wieder und bietet damit dem Zuhörer eine neue Seite des Ge* 
genstandes dar. Wir machen ja nicht selten die Erfahrung^ 



IV Vorrede. 

dass von zwei Rednern, die ihr Thema mit gleicher Klarheit 
behandeln, der eine sympathischer für uns ist als der andere 
und dass wir eben desshalb den ersten leichter verstehen, wäh- 
rend Andere den zweiten vorziehen; giebt man diess zu, so 
muss man es gerade bei abstracten Wissenschaften für einen 
Vortheil halten, wenn dem Studirenden die Gelegenheit gebo- 
ten wird, über denselben Gegenstand zwei verschiedene Do- 
centen zu hören^ Eine praktische Schwierigkeit dürfte hieraus 
nicht entspringen, sobald sich der Assistent im Allgemeinen 
dem Gedankengange des Professors anzuschmiegen weiss, und 
der Professor kein Pedant ist, der da meint, dass es ohne 
seine sacramentalen Formeln gar nicht gehen könne. 

Das hiesige Polytechnikum besitzt glücklicherweise in 
Herrn Dr. Fuhrmann einen Assistenten, der meine Vorträge 
über höhere Analysis und analytische Mechanik wirksam zu 
unters ttitzen versteht, und ich habe es daher gern übernommen, 
diesem ersten Werke desselben einige empfehlende Worte auf 
den Weg zu geben. Sowohl für ßepetitionen als für das Selbst- 
studium ist eine Aufgabensammlung ohne Zweifel ein willkom- 
menes Hülfsmittel, und da in der That keine Sammlung von 
Aufgaben aus der analytischen Mechanik existirt, welche den 
Bedürfnissen der Studirend^fi an Universitäten und polytech- 
nischen Instituten entspricht , so dürfte das Vorliegende Buch 
wohl als eine zeitgemässe Erscheinung gelten. Der erste Theil 
desselben, welchem «in zweiter unverzüglich folgen wird; ent- 
hält nur Aufgaben aus der Statik fester Körper, wobei Pro- 
bleme über die Elasticität und Festigkeit ausgeschlossen wur- 
den, weil diese an polytechnischen Schulen in besonderen Vor- 
lesungen ausführlich behandelt zu werden pflegen. Die meisten 
der mitgetheilten, für das erste Studium der analytischen Me- 
chanik berechneten Aufgaben sind neu,* Bekanntes ist selten 
und nur dann aufgenommen worden, wenn sich später eine 
Verweisung darauf nöthig machte. Bei schwereren Aufgaben 
findet man eine Andeutung über den Gang der Auflösung, bei 
leiehrteren ist nur das Resultat angegeben. Und damit sei diese 
anspruchslose, jedenfalls aber brauchbare Schrift den Lehrern 
und Jüngern der Wissenschaft bestens empfohlen. 

Presden, im August 1867. 

Schlömilch. 
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Einleitung. 



Aufgaben über die Bestimmung der Masse und des 
Gewichtes ungleichförmig dichter Körper. 

Erklärung. Zwischen der Masse M, dem Volumen Fund der 
Dichtigkeit s eines homogenen Körpers besteht bekanntlich die Be- 
ziehung 

1) M=^Ve. 

Ist der Körper nach einem bestimmten Gesetze veränderlich dicht, 
bezieht man ihn auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem und ver- 
steht unter s die im Punkte x y z herrschende Dichtigkeit, so geht 
diese Gleichung über in 

2) M = fsdV. 

Hierbei ist das Integral ein einfaches, wenn man die Volumen- 
elemente lamellenartig, also mit nur einer unendlich kleinen Dimen- 
sion, wählen kann, ein doppeltes, wenn dieselben stabförmig sind , ein 
dreifaches , wenn sie drei unendlich kleine Ausdehnungen haben. 

Im letzteren Falle hat die Gleichung f(ir rechtwinklige Coordina- 
ten die Porm 

3) M = JJf sdxdydz, 

in welcher a im Allgemeinen eine Function von oc, y und z ist. / 

Wird der Körper hingegen auf polare Coordinaten (Kugelcoordi- 
naten) bezogen und werden diese mit r, i/> und o bezeichnet, so geht 
3) in 

4) M=^ fff * ^^s^^'^d'^ d(o dr 
über , worin im Allgemeinen f = g? (r, i/;, w) ist. 

Fuhrmann, Aufg-aben z. anal. Mechanik, ,^ 
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2 Einleitung. — Aufgaben über die Bestininiung der Masse 

Die Grenzen der Integrationen ergeben sich in jedem speciellen 
Falle aus der Natur derjenigen Flächen, welche den Körper ein- 
schliessen. 

Manchmal ist es vortheilhaft , statt der rechtwinkligen, oder statt 
der Kugelcoordinaten , lieber cylindrische zu nehmen. 

Ist die Masse M eines ungleichförmig dichten Körpers bekannt, so 
hat man seine mittlere Dichtigkeit 

M 

Untdr Beachtung dieser Bemerkungen wird es leicht sein, die 
folgenden Aufgaben zu lösen. 

Aufgabe 1. Die Dichtigkeit e eines geraden elliptischen 

Cylinders von der Höhe h und den Basishalbachsen a und b^ wächst 

proportional dem Quadrate des Abstandes von seiner Grundfläche. In 

' der Entfernung 1 von derselben ist sie gleich k. Welches ist die Masse 

M und die mittlere Dichtigkeit e,„ des Gylinders V 

Lösung. Nimmt man die Cylinderbasis als j'y- Ebene, die 
Achse als z - Achse , so hat man 

h 

M=f(kz'')(ahn)dz, 

M=^7tabkh^={ab7t)h{ikh^)', 

Die mittlere Dichtigkeit ist also ^ von der, welche in der Deckfläche 
herrscht. 

Aufgabe 2. Ein gerader Kreiscylinder vom Basisradius « 
und der Höhe h besitzt eine Dichtigkeit, welche überall umgekehrt 
proportional dem Abstände von der Achse ist. Für die Einheit dieses 
Abstandes hat sie den Werth k. Man verlangt die Masse und die mitt- 
lere Dichtigkeit zu wissen. 

Lösung: Für die Masse ergiebt'sich 

M = 2nahk'j 
für die mittlere Dichtigkeit 

__ k 

Sin — ^ » 

a 
letztere ist also das Doppelte von der in der Mantelfläche stattfindenden. 

Aufgabe 3. Die Dichtigkeit einer Kugel ändert sich propor- 
tional dem Eadius r nach concentrischen Schalen und hat den Werth 
k , wenn r = 1 ist. Der Halbmesser der Oberfläche ist a. Zu bestim- 
men sind die Masse und die mittlere Dichtigkeit. 



und des Gewichtes ungleichförmig dichter Körper. 3 

Lösung: Unter Benutzung von Polarcoordinaten , die natürlich 
hier am vortheilhaftesten sind , hat man (Erklär. Gl. 4) 



oder sogleich einfacher, wenn man aus Schalen zusammensetzt 



M= I kr, 4 nr^ dr 



Hieraus folgt: 

M = nka^ 
und 

Die mittlere Dichtigkeit ist also eben so gross , wie die im Abstände 
I a herrschende. 

Aufgabe 4. Wie Aufgabe 3, nur mit dem Unterschiede, dass 
sich die Dichtigkeit umgekehrt proportional dem Quadrate des Ab- 
standes ändert. 

Lösung: M=:^7tak'^ 0^^=3— ^ d.i. das Dreifache von derjeni' 

gen Dichtigkeit, die der Kugeloberfläche zukommt. 

Aufgabe ö. In der xy- Spur eines mit dem Eadius c construir- 
ten Kugeloctanten , welcher auf ein rechtwinkliges System bezogen 
und so gelegen ist^ dass der Coordinatenanfang seinen Mittelpunkt 
bildet, wird eine Gerade gezeichnet, die auf der a:- Achse die Strecke 
OA=ia («<^c) und auf der y - Achse OB=b (<c) abschneidet. 

I. Wie gross ist die Masse M desjenigen Theiles des Octanten, 
welcher senkrecht über dem Dreiecke GAB steht, wenn die Dichtig- 
keit « proportional dem Abstände von der x^ -Ebene wächst imd für 
c = l den Werth k hat? IL Welche Grösse hat sie für a=:b=c? 

m 

Lösung. I. 

^= / / "^ / kzdxdydz, 



IL Wenn a=b=c, so ist die Masse eben so gross, wie die einer 
homogenen Pyramide, deren Basis das Dreieck GAB, deren Höhe c 
und deren Dichtigkeit gleich derjenigen, welche im obersten Punkte 
des Kugeloctanten herrscht. 



4 Einleitung. — Aufgaben über die Bestimmung der Masse etc. 

Aufgabe 6. Auf den Achsen der o;, y und z eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems schneidet eine Ebene die Strecken OA=a^ OBszsb. 
und OC=c ab. Welches Gewicht P hat die Pyramide OABCj wenn 
das der Yolumeneinheit im Abstände 1 von gleich k ist und es sich 
nach Kugelschalen, die um concentrisch sind, proportional dem 
Quadrate der Entfernung von diesem Punkte Sndert? Welches ist das 
mittlere Gewicht /?,„ der Pyramide? 

Lösung. Nach Anleitung von Formel 3) der Erklämiig fin- 
det man 

oder, wenn das Gewicht der Volumeneinheit, welches im Punkte ahe 
herrschen würde, mit y bezeichnet wird, 

Für das mittlere Gewicht ergiebt sich 

Aufgabe 7. Die Dichtigkeit eines Körpers, welcher von der 
Fusspunktfläche eines dreiachsigen Ellipsoids umschlos- 
sen ist, ändert sich umgekehrt proportional dem Abstände vomFlÄ- 
chenmittelpunkte und ist für die Einheit dieses Abstandes =A:. Wie 
gross ist seine Masse? 

Lösung: Bezeichnet man mit r^ den Radiusvector eines Obfr* 
flächenpunktes , so ist 

b ü 

Da nun die Gleichung der Fusspunktfläche des aus den Halbachsen «, 
h und c construirten Ellipsoids filr rechtwinklige Coordinaten 

also fClr polare 

r^^=n^ cos^ t/; + 6* ^in*i/; cos^ o:i-\-c^ sin^ ip sin^ od 
ist , so ergiebt sich flir die Masse 

M=^7tk{a^+b^+c'), 
d. i. die Hafte von der einer Kugel, welche die constante Dichtigkeit 
k 



)KÄ«+6*+e« 



und den Eadius ^a* + 6* + c* hat. 



Capitel L 



Aufgaben über das GleicIigewiclLt eines Tollkommen 

freien Punktes. 



Erklärung. Den Aufgaben dieses Capitels liegt der bekannte 
Satz zu Grunde , dass man mittelst des Kräfteparallelogrammes belie- 
big viele Kräfte, welche an einem Punkte angreifen, zusammensetzen 
oder zerlegen und damit über das Vorhandensein oder Nichtvorhanden- 
sein des Gleichgewichts urtheilen kann. 

Aufgabe 8. Auf einen Punkt wirken die Kräfte P,, Pj» ^8? ^«> 

welche mit den Achsen eines rechtwinkligen Coordinatensystems die 

Winkel «,, a«, «3, «n, ßu ßn ßs^ ßnj yi,y%,7z^'-"yn (die stets 

in demselben Sinne zu zählen sind) büden. Man sucht I. die Eesul- 
tante R der Kräfte nach Grösse imd Eichtung; IT. die Bedingungen 
für das Gleichgewicht des Punktes. 

Lösung. I. Werden die Kräfte P^, Pj, . . . . P„ in Componenten zer- 
legt , welche parallel zu den Coordinatenachsen wirken , werden diese 
mit X^^ ^1, ^1) • • • • bezeichnet, und wird Z{Pcosa)^=Xy 2{Pcosß)= Y, 
Z(Pcosy)^=.Z gesetzt, so ist 

womit Grösse und Eichtung der Eesultante bestinmit sind. 

n. Im Gleichgewichte ist der Punkt, wenn 

Ä=?S{Pcosa) = 0, 
r= 2: (Pcos )3)=:0, 
Z = 2:(Pcosy)=:0, 

Aufgabe 9. Ein frei beweglicher Punkt P, der die Masse 1 hat 
und in der Verbindungsgeraden AB von zwei festen Punkten A und 
B liegt, wird durch diese nach dem Newton'schen Gesetze angezogen. 



6 Aufgaben über das Gleichgewicht eines vollkommen freien Punktes. 

Die Punkte A und B haben die Massen M und m; ihr Abstand ist a. 
I. In welcher Entfernung x von A ist P im Gleichgewichte? II. An 
welcher Stelle zwischen Mond und Erde ist Gleichgewicht , wenn die 
Mondmasse m=^'j der Erdmasse M genommen und als bekannt vor- 
ausgesetzt wird, dass man sich diese Masse.n in den Mittelpunkten der 
beiden Himmelskörper concentrirt denken darf. * 

Lösung. I. Das Gleichgewicht findet Statt, wenn 

k M km 

hieraus folgt: 
- ' ' l/M 

j/M+j/m 

n. 

Der andere Werth von a?, welchen die quadratische Gleichung liefert, 
giebt die Lage derjenigen Stelle an , bei welcher die Anziehungen zwar 
gleich gross sind., aber in demselben Sinne wirken , so dass daselbst 
kein Gleichgewicht herrschen kann. 

Aufgabe 10. Drei feste Punkte, C, , C^ und C^, welche die 
Massen w,, fWj und m^ haben und deren gegenseitige Lage bekannt ist, 
wirken anziehend auf einen freibeweglichen Punkt Q von der Masse 1 . 
Die Anziehungen sind proportional den Entfernungen und den Massen. 
Es soll bestimmt werden , w o der Punkt P im Gleichgewichte sein wird. 

Lösung. Legt man ein rechtwinkliges Coordinatensystem in 
der Ebene C, C^ C^ so, dass C^ C^ die a?- Achse und 6\ der Anfangs- 
punkt. derselben ist, bezeichnet man ferner die Abscissen von C^^ C^ 
und Q mit «j» Ö3 und o;, die Ordinaten von C^ und Q mit ^3 und y, so 
sind die Bedingungen des Gleichgewichts 

— m^x+m^ia^ — x) — ni^{^ — Ö3) = und 
— m,y— mgy + mgC^g— y) = 0. 
Mithin ergiebt sich 

«2^2 +«3*^3 



Xt=: 






y — i » 

also für mi=im2=m^=im sehr einfach a?=^(ö2 + «3) und ^=^63. 

Aufgabe U. Ein freibeweglicher Punkt F, der die Masse 1 hat, 
wird von drei festen Punkten , welchen bezogen auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem die Abscissen 0, a und c , die Ordinaten 0, und 6 
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zukommen, nach dem Newton'schen Gesetze angezogen. Der dritte 
der festen Punkte (B) hat die Masse m,. Es soll bestimmt werden, 
I. welche Massen m, und Wj die Punkte und A haben müssen, wenn 
P an der Stelle xy im. Gleichgewichte sein soll; II. wie gross m^ und 



77?2 



für c = -^,6 = — ^3,0?:^ — ,y = —ys zu sem nothig haben. 

JL 4t ^ O 

Lösung. I. Man findet leicht 



y \(x-cy+{b--y)V • 



^i= — z:— 7/ . s. . . . » • 'Ws, 



und 

6a — cy 

welche Ausdrücke nur so lange fär brauchbar gelten können , als sie 
positiv sind. 

U. Für die obigen specieUen Werthe ergiebt sich 

was auch ohne Weiteres aus der Anschauung folgt. 



Capitel n. 



Aufgaben Aber d»s Oleiehgewicht eines unvollkommen 

freien Punktes. 



Erklärung. Auf einer ebenen, absolut starren Curve wird ein 
Punkt, aufweichen beliebig viele Kräfte wirken, ^natürlich nur dann 
im Gleichgewichte sein können , wenn die Eesultante derselben senk- 
recht auf der Curventangente steht. (Den Widerstand, welchen die 
Curve leistet , kann man sich hierbei als eine Normalkraffc in Eechaung 
gebracht denken.) 

GanzAehnliches gilt, wenn der Punkt auf einer doppelt gekrümm- 
ten Linie , oder auf einer Fläche beweglich ist. 

Diese Bemerkungen genügen zur Lösung der Aufgaben dieses 
Capitels. 

A. Gleichgewicht eines Punktes auf einer ebenen Linie. 

Aufgabe 12. Auf einen materiellen Punkt, der sich nur auf der 
starren Linie y^=f{x) bewegen kann, wirken beliebig viele Kräfte in 
der Ebene der Curve. L Welches sind die analytischen Bedingungen 
fttr das Gleichgewicht desselben? 11. An welchen Stellen herrscht es? 
m. Wie gross ist der Druck />, den die Linie im Gleichgewichts- 
zustande erleidet? IV. Wie lassen sich die gefundenen Eesultate auf 
eine Curve anwenden, deren Gleichung in der unentwickelten Form 
F{x^ y) =5 gegeben ist ? 

Lösung. I. Um auf das Gleichgewicht eines vollkommen freien 
Pimktes zurückzukommen , denken wir uns den Widerstand der Curve 
durch eine Kraft N ersetzt. Wir bezeichnen femer mit U und V die 
parallel zur x- und y- Achse wirkenden Componenten der Eesultante 
aller Bj:äfte; mit ro den Winkel, welchen N mit der a?- Achse ein- 
schliesst. 



Aufgaben über das Gleichgewicbt eines unvollkommen freien Punktes. 9 

Dann befindet sich der Punkt offenbar in Buhe , wenn 

ü-i^Ncosw=0 und 
V+Nsmw=0. 
Mitbin ist 



also 



V 
— =stanfv= — cotty 



1) £/+r^ = 0. 

' dx 



die Bedingung des Gleichgewichts. 

n. Die Coordinaten x und y der Euhelagen ergeben sich in jedem 
speciellen Falle aus dieser Gleichung und aus der der Linie selbst. 

m. Der absolute Werth des Druckes ist 



2) l)=j/W+V^', 

die Richtung desselben folgt leicht aus denen von ü und V, 

rV. Ist die Gleichung der Curve in der unentwickelten Form 
F(j?,y) = gegeben, so ist 



dF{x, 


>y) 


dx 


dF{x, 


<y) 



dx 

dy 
Die Gleichung 1) geht also in 

3) ^^-^1^=0 

• oy dx 

über. 

Alles Andere bleibt wie vorher. 

Aufgabe 13. Eine Curve von der Gleichung y=if(x) rotirt mit 
der Winkelgeschwindigkeit w um die y- Achse des rechtwinkligen 
Coordinatensystems. An welchen Stellen derselben ist ein schwerer 
Punkt von der Masse 1 im Gleichgewichte ? 

Lösung. Wenn sich der Punkt an der Stelle xy befindet, so 
sind die auf ihn wirkenden Kräfte: U=:w^x und V= — g. 

Nach Aufgabe 12 Gl. 1) findet also Gleichgewicht Statt, wenn 

1) -'— 4!=o 

ist, also da, wo 

nr dx 
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Aufgabe 14. Wie Aufgabe 13, die Curve aber ein die j?- Achse 
berührender Kreis, dessen Radius a ist und dessen Mittelpunkt auf 
der y- Achse liegt. 

Lösung. Da die Kreisgleichung a^ + (ö — ?/)^=rt^ ist, so geht 
Gl. 1) der Aufgabe 13 über in 

gx 

^^^ + / 9 , =0 oder 
. ' yar — j?* 

x(w^+ - ^ — ^ = 0. 
Mithin ist Gleichgewicht für a:=0, was selbstverständlich ist, und für 



-±/«'-^' 



was nur möglich, wenn — ^ <C ^> also w >• 7/ — • 

w* f « 

An den Enden des horizontalen Durchmessers würde der Punkt 

nur bei unendlich grosser Winkelgeschwindigkeit in Ruhe sein können. 

Aufgabe 15. Wie Aufgabe 13, die Curve aber eine, aus den 
Halbachsen a und b construirte Ellipse, welche so liegt, dass ihr 
Mittelpunkt sich in der 3/ -Achse im Abstände b vom Coordinaten- 
anfange befindet und ihre grosse Achse parallel zu der der oc ist. 

Lösung. Ganz wie in der Auflösung der vorhergehenden Auf- 
gabe ergeben sich als Absci^sen der Gleichgewichtsstellen, ausser dem 
selbstverständlichen a:=:0, 

was nur so lange möglich ist , als «^ > X^^ — 5- 

Aufgabe 16. Ebenfalls wie Aufgabe 13, die Curve jedoch eine 

Hyperbel, deren Halbachsen a und 6, deren Hauptachse die y- Achse 

und deren Mittelpunkt der Coordinatenanfang. Gefragt: I. Wo ist 

der Punkt im Gleichgewichte? IL« Mit welcher Winkelgeschwindig- 

g ■ 
keit w muss sich die Linie drehen, wenn b=a=^T^- und wenn der 

Punkt an der Stelle 0:=^ in Ruhe sein soll? 

Lösung. I. Man findet als Abscissen der Ruhestellen , ^ausser 
a==0. 



0? = + ;— , /«*/— w* b\ 
— ' hrv 
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mithin als Ordinaten 

n. Für den vorgeschriebenen speciellen Fall muss w = 1 sein. 

Aufgabe 17. Auch wie Aufgabe 13, die rotirende Linie aber 
eine gemeine Parabel, deren Achse die y- Achse und deren Halbpara- 
meter = p. 

Lösung. Hier ergiebt sich als Gleichgewichtsbedingung 

.(..-l)==o. 

Wenn also tv ^ 7/ — , so ist der Punkt nur im Scheitel dar Parabel 

in Euhe: wenn tv^=1/ — oder » = — r, so ruht er an jeder Stelle 

r p nr 

derselben. (Vergl. Aufg. 29.) 

Aufgabe 18. I. An welchen Stellen der Curve // = f[x) ist ein 
materieller Punkt im Gleichgewichte , wenn auf denselben parallel zur 
y- Achse die constante Kraft B ^ parallel der o:- Achse aber die Kraft 
kx^ wirkt? 11. Wo liegen diese Gleichgewichtssttllen, wenn B die 

Schwere ist für «) die Gerade y = Ax-\-b, ß) die Parabel y = — 

2p 

und y) für die Curve y = \ Cx^? 

Lösung. I. Das Gleichgewicht findet an denjenigen Stellen der 
Curve Statt, für welche 

dx 
II. Für die Gerade da, wo 

für die Parabel , ausser für a: = , an der Stelle 

""--kp' 
für die Curve yt=z^co(^^ entweder nur für a:=:0, oder überall, je 

nachdem k^cg ^ oder k=^cg ist. 

Aufgabe 19. Auf einer gemeinen Cycloide, deren Anfangs- 
punkt der der Abscissen und deren Basis die a;- Achse, befindet sich 
ein materieller Punkt , auf welchen parallel zu den Achsen der x und 
der p die constanten Kräfte A und B wirken. An welchen Stellen der 
Linie ist er im Gleichgewicht^? 
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Lösung: Nach Aufgabe 12 Gl. 1) ist die Gleichgewichtsbedin- 
gong allgemein 

a X 

Bezeichnet a den Radius des rollenden Kreises und w den Wölzungs- 
winkel, so hat man für die gegebene Cycloide bekanntlich die Glei- 
chungen 

y = a (l — C05 w) , a? = ö (w—sin rv) , also 

d y sin w _ 

T-= r~ = ^ö< i ^' 

dx 1—cosrv ^ 

Mithin ist der Punkt im Gleichgewichte , wenn 

A + B cot^TV^Oj also^wenn 

«; = 2 arc ian{ I ; 



2. B. für i5 = ^, wenn 



«'=!», 1^, 



Aufgabe 20. Ein Punkt, der sich nur längs einer verticalen 
Ellipse bewegen kann, wird yon zwei Gewichten beeinflusst; das 
eine (F) wirkt an einem Faden, welcher durch den Mittelpunkt geht, 
das andere (ß) am Punkte vertical abwärts. Man sucht die Abscissen 
der Ruhelagen I. für beliebige gegenseitige Grössen von / und jP, 
n. flirP=ö. 

Lösung. L Hier muss 



r \ r J €ry 



sein, wenn Gleichgewicht stattfinden soll. Dasselbe herrscht also, 
ausser flir a; = , da , wo 






6» 
oder , wenn man a* — 6* =— setzt, da, wo 






was nur soJange brc^uchbar ist, als P > -5- ß. 

(r 

n. Für P= Ö ist Gleichgewicht, wenn 



/^2 2ft* 

ar = 0, oder x = aj/ ^^ ^a> by^. 
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AnflB^abe 21. Wie Aufgabe 20, nur geht der Faden, an wel- 
chem das Gewicht P hängt, nicht durch den Ellipsenmittelpunkt, son- 
dem durch denjenigen Brennpunkt, der auf der Seite der positiven 
X liegt. 

Lösung. I. Gleichgewichtsbedingung: 

T \ r Ja^y 

Aus derselben folgt « 

c Py (««— ca?) + ^* ö «• a? = 
und , wenn man beachtet , dass a' — c o; =3 a r ist , 

acF 

n. Für P=ö wird a: = — c. 

Aufgabe 22. Auf einer Curve von der Gleichung 

y + siny=:x 
befindet sich ein materieller Punkt. Parallel zur x- und y- Achse 
wirken auf denselben die constanten Kräfte A und B. An welchen 
Stellen der Linie ist er im Gleichgewichte ? 

L ösung. Nach Anleitung der Gl. 3) der Aufgabe 12 ergiebt sich 

/ A + B\ 
y c= arc cos I — I 

als Ordinate der gesuchten Gleichgewichtsstelle. Dieselbe ist nur so 
lange reell , als ^ + 5 < A ist. 

Aufgabe 23. Wo ist ein materieller Punkt von der Masse 1 auf 
der Curve 

in Buhe, wenn er nur der Wirkung seiner eignen Schwere unterliegt? 
Lösung. Wie in der Auflösung der vorigen Aufgabe findet man 

oc^+y* 

als Gleichgewichtsbedingung. Dies ist an denjenigen Punkten erflillt, 
bei welchen die rechtwinkligen Coordinaten x und y gleich , aber ent- 
gegengesetzt sind. 

Beachtet man, dass die gegebene Curvengleichung flir polare 
Coordinaten in 

übergeht , also eine logarithmische Spirale bedeutet , so ist dieses Re- 
sultat selbstverständlich (wegen der bekannten Lage der Tangenten). 



arc 
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Aufgabe 24. Auf einen Punkt, der sich nur in einer röhren 
förmigen logarithmischen Spirale von der Gleichung r = ae^ 
bewegen kann , wirken beliebige Kräfte in der Ebene , welche parallel 
zu den Achsen des rechtwinkligen Coordinatensystems JCOY ^e 
Componenten U und V geben. I. An welchen Stellen der Curve ist 
der Punkt im Gleichgewichte? 11. Wie gestaltet sich das Resultat, 
wenn nur die Schwere g wirkt? III. Wie, wenn der Punkt nur von 
einer Kraft Ä = /*(r)j3eeinflusst wird, welche ihn nach dem asymptoti- 
schen Punkte der Spirale zu ziehen strebt? 

Lösung. I. Auf einer Curve von der Gleichung ys=:f(x) würde 

der Pimkt (nach Aufgabe 12) im Gleichgewichte sein, wenn ü-}- V — 

dx 

= wäre. Mittelst der bekannten Transformationsformeln 

X = r cos und y = r sin 

folgt hieraus, dass auf der Linie r = /'(0) das Gleichgewicht dann 

herrscht, wenn 

i/+K':;'?"-f+:=o, 

r — rtan ö 



(wobei r = ^). 



Für die vorliegende logarithmische Spirale sind mithin die Gleich- 
gewichtsstellen da, wo 

TL, Wirkt nur die Schwere, so liegen diese Ruhepunkte bei 

0=fn,lTt, 

III. Wenn nur die Kraft E = f(r), nach dem Mittelpunkte zu 
ziehend , thätig ist , so befindet sich , wie aus der obigen Gleichung fttr 
lan 6 sehr leicht folgt , der Punkt nirgends , ausser in jenem Mittel- 
punkte selbst, im Gleichgewichte. 

Aufgabe 25. Nach welchem Gesetze muss eine Tangentialkraft 
T veränderlich sein , wenn sie einen Punkt , auf welchen parallel zur 
ar- Achse die constante Kraft AT wirkt, an jeder Stelle der Curve y=/*(j-) 
im Gleichgewichte halten soll ? 

Lösung. Man findet sehr leicht 

1 y 

die Tangentialkraft muss sich also zu der constanten Kraft K stets ver- 
halten, wie die Curvenordinate zur Länge der zugehörigen Normale. 
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Aufgabe 26. I. Welcher Art muss die Kraft ü sein, welche, 
im Sinne der positiven x wirkend, hervorbringt, dass ein schwerer 
Punkt von der Masse 1 auf der allgemeinen Curve y = f(x) überall 
im Gleichgewichte ist ? II. Welche Werthe hat sie , wenn die Curve 
a) eine gemeine Parabel vom Halbparameter p, deren Achse die 
y- Achse und deren Scheitel der Coordinatenanfang ; ß) wenn sie eine 
gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten die x- und y- Achse und 
deren Halbachse =a? 

Lösung. I. Nach Aufgabe 12 Gl. 1) folgt sofort 

Im ersteren Falle (Parabel) muss die Kraft U also proportional dem 
Abstände von der y - Achse , im letztern umgekehrt proportional dem 
Quadrate dieses Abstandes sein und im Sinne der negativen x wirken. 

Aufgabe 27. Auf was für einer Widerstand leistenden Linie ist 
ein Punkt überall im Gleichgewichte, wenn auf denselben parallel 
zur a;- Achse eines rechtwinkligen Systems eine constante Kraft ^, 
parallel zur //-Achse eine ebenfalls constante B wirkt? 

Lösung. Nach Aufgabe 12 Gl. 1) ist die Gleichgewiclitsbe- 
dingung 

dx 

mithin genügt diejenige Linie der gestellten Anforderung , welche die 
Differentialgleichung 

^+^1-^ = ' 
' dx 

hat. Aus dieser folgt 

A , C 

wobei C eine beliebige Constante. Die Linie ist also eine Gerade, 

welche mit der o:- Achse einen Winkel bildet, dessen trigonometrische 

B ' * C 

Tangente gleich ist und die auf der y- Achse die Strecke — ab- 

A B 

schneidet. 

Aufgabe 28. Wie Aufgabe 27; die Kräfte sind aber parallel 
der X - Achse , im Sinne der negativen x , eine umgekehrt proportional 
dem Quadrate des Abstandes von der y - Achse wirkende und die eigene 



--i-9:;z. = 0. 
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Schwere des' mit der umfasse 1 versehenen Punktes , welche in der Eichr 
tung der negativen y thätig ist. 

Lösung. Hier hat man als Gleichgewichtsbedingung 

k dy 

x^ dx 
Aus derselben folgt durch Integration. 

9 
Das bedeutet bekanntlich eine gleichseitige Hyperbel, die als die 

eine Asymptote die y- Achse , als die andere eine Parallele zur jr- Achse, 

/ — r 

im Abstände c , hat und deren. Halbachsen =^ J/ — sind. Hierbei ist 

c eine beliebige Constante, k die Intensität, welche die parallel zur 
a?- Achse wirkende Kraft flir a: ==: 1 hat. 

Aufgabe 29. Eine ebene Curve dreht sich mit der constanten 
"Winkelgeschwindigkeit rv um die verticale y - Achse eines rechtwinkli- 
gen Coordinatensystems. Auf derselben befindet sich ein schwerer 
Punkt von der Masse 1 , der sich nicht von ihr zu entfernen vermag. 
Man soll bestinmien, welcher Art die Linie sein muss, wenn der Punkt 
an allen Stellen derselben im Gleichgewichte sein soll. 

Lösung. Die wirkenden Kräfte sind 

ü=rv^x\uid r = — g. 
Die Gleichgewichtsbedingung ist daher 



.2- ~^y 



nrx — o --— = 0. 
dx 

Mithin genügt den Bedingungen der Aufgabe diejenige Curve , deren 

Gleichung 2 g 

d. h. jede gemeine Parabel vom Halbparameter — , deren Achse 

die Drehachse und deren Scheitel um die beliebige Strecke c vom Coor- 
dinatenanfange entfernt liegt. (Vergl. Aufg. 17.) 

Aufgabe 30. Es soll die Linie bestimmt werden, auf welcher 
ein Punkt tiberall im Gleichgewichte ist, wenn auf denselben parallel 
zur 1/ -Achse immer die xjonstante Kraft 5, parallel der ir- Achse hin- 
gegen eine variabele wirkt, die proportional der w*®" Potenz der Ab- 
scisse ist und für j? =: 1 die Intensität k hat. 

Lösung. Nach Gl. 1) Aufgabe 12 muss die gesuchte Linie der 

Bedingung 

kx" + By=0 
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genügen, es muss also 

ihre Gleichung sein. Für n < — 1 ist dies 

lg 

y =: ^ix-\- Const, 

B 

(Specielle Fälle bieten die Aufgaben 27 , 28 und 29). 

Aufgabe 31. Welcher Art ist die Linie , auf der ein materieller 
Punkt überall in Euhe ist , wenn auf denselben parallel zu den Achsen 
des rechtwinkligen Coordinatensystems die Kräfte ü=:Ax und V=By 
wirken? 

Lösung. Man findet leicht, dass die gesuchte Curve eine Ellipse, 
deren Halbachsen a und b sich umgekehrt wie die Quadratwurzeln aus 
den Constanten A und B verhalten, sonst aber beliebig sind, deren 
Gleichung also 

ist. 

Aufgabe 32. Auf einen materiellen Punkt wirkt parallel der 
o:- Achse eine Kraft, umgekehrt proportional dem Abstände von der 
y- Achse, parallel der y- Achse eine andere, umgekehrt proportional 
dem von der o:- Achse. Beide haben für die Einheit des Abstandes 
die Litensität J. 

I. Es soll die Curve bestimmt werden, auf welcher der Punkt 
tiberall im Gleichgewichte ist. II. Die Grösse D des Normaldruckes, 
den die Linie an jeder Stelle x y auszuhalten hat. III. Der Ort in 
derselben , an welchem dieser Druck am kleinsten ist. 

Lösung. I. Nach Gl.l) der Aufgabe 12 ergiebt sich, dass die ver- 
langte Linie eine gleichseitige Hyperbel {xy=^c) ist, deren 
Asymptoten die Coordinatenachsen und deren Halbachsen beliebig sind. 

II. Der Normaldruck an der Stelle xy ist (nach Gl. 2) Aufg. 12) 

III. Derselbe ist am kleinsten für 

x=y c 

d. h. im Scheitel der Hyperbel. Von diesem aus wächst er nach rechts 
und links und wird sowohl fttr a:=:0, als auch fftr ir=:oo zu oo. 

Fuhriuann, Aufg-aben z. anal. Mechanik. 9 
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Aufgabe 33l Eine constante Erafk Q wirkt f^if eineu materiellßn 
Punkt derart , dass sie ihn nach einer Stelle A hinzuziehen strebt, 
welche auf der ar- Achse, in der Entfernung a vom Coordinatenanfange, 
liegt. Man soll diejenige Linie bestimmen , auf der der Punkt überall 
im Gleichgewichte ist. 

Lösung. Bezeichnet man den Winkel zwischen der Richtung 
von und zwischen der Ordinate mit w, den Tangentenwii^Jtel mit t, 
so sind die Oomponenten von Q 

ü=Asinw und F = — A cos tv. 

Da femer 

a — X 
iantv = 

y 

ist, 80 lautet die Gleichgewichtsbedingung (Aufgabe 12 Gl. 1) 

a — X y 



oder einfacher 

1) ydy^{a^x)dx. 

Hieraus folgt durch Litegration 

2^* = c*— (rt— jr)*; 
diu gesuchte Linie ist also ein Kreis, dessen Mittelpunkt A und dessen 
Uudius beliebig. 

Anmerkung, Ohne eine Zerlegung von Q vorzunehmen, gelangt 
man zu der Gleichung 1) schon durch die Bemerkung, dass nur dann 
überall Gleichgewicht herrschen kann , wenn die Richtung von Q stets 
mit der der Normale zusammenfällt, wenn also w=t, mithin tan w 

a — X d y 

v=s(anr, daher = -— ist. 

y dx • 

Aufgabe 34. Auf welcher Curve ist ein schwerer Punkt von der 
Masse 1 überall im Gleichgewichte, wenn auf denselben, ausser seiner 

Hohwere , eine Kraft Q = — g — wirkt, die ihn immer nach dem 

Coordinatenanfange hinzieht? 

Lösung. Aus der sich leicht ergebenden Gleichgewichtsbedin- 
Kuug folgt 

Dio gosuohte Linie ist mithin eine Ellipse, deren Mittelpunkt der 

Auyaohuivgspunkt und deren Halbachsen sich wie ^2:1 verhalten, 
Houst aber beliebig sind. 
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Aufgabe 35. Eine Gerade QPM (die man sich etwa als eine 
Zugbrücke denken möge) ist um M (Fig. 1) drehbar und hat das 
Gewicht G. Von der Mitte derselben geht ein gewichtsloser Faden 
PBPi, der die constante Länge 
k besitzt, über eine punktför- 
mige EoUe R. An dem Ende 
P, wirkt das Gewicht G,. Es 
soll bestimmt werden, auf was 
flir einer Curve R P, dieses Ge- 
wicht Gf beweglich sein muss, 
wenn es dem andern Gewichte 
G immer das Gleichgewicht halten soll. 

Lösung. Die Wirkung von G kann man sich in zwei Compo- 
nenten zerlegt denken, von denen die eine in die Richtung P^ fällt, 
also aufgehoben wird, während die andere den Faden BP spannt. 
Diese Letztere möge S heissen. 

Eben so liefert 6^, eine Componente senkrecht zur Curve R P,, also 
von deren Festigkeit aufgehoben, und eine andere 5, , den Faden RP^ 
spannend. Gleichgewicht findet mithin Statt , wenn 5 = 5, ist. 

Bezeichnet man nun ÄPj mit r^, L P^RM mit 0, , und entnimmt 
aus der Figur die sich leicbt ergebenden Werthe der beiden Spannun- 
gen , so gelangt man von S=: S^ auf die Gleichung 

G{}. — Tj) dr^=^G^ad {r^cosd^. 
Dies giebt , integrirt und vereinfacht , 

G {}, — ^r,) = G^acosQi, 
Soll nun auch dann Gleichgewicht stattfinden, wenn QM die Lage I^M 
hat, so muss 

k :=^a]/~2 und G, = Gsec^^^ = G j/l 

genommen werden. Damit ergiebt sich 

n =4l/2 asin^—. 

Dies lehrt, dass die gesuchte Linie eine Cardioide ist, deren rollen- 
der und deren als Basis dienender Kreis den Radius aj/ 2 haben. 

Aufgabe 36. Auf zwei ebenen , absolut widerstehenden Curven 
d B und A^ B^ , sind zwei Punkte P und P, beweglich , welche die Ge- 
wichte G und (?, haben! Dieselben sind durch ein Seil PRP^ verbun- 
den , das bei R über eine Rolle läuft. Diese Rolle wird als Punkt ge- 
dacht ; das Seil als undehnbare Gerade ; Reibung, Seilgewicht \md Seil- 
steif heit werden nicht in Betracht gezogen. Die Gewichte G imd G,, 

2* 
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die Länge k des Seiles , sowie die Polargleichung r = /* (0) der Curve 
AB sind gegeben. Zu bestimmen ist I. welcher Art die Linie Ai B^ 
sein muss, wenn die Punkte P und P, in jeder Stellung sich das Gleich- 
gewicht halten sollen ; 11. wie sich aus den gefundenen Resultaten die 
der Aufgabe 35 herleiten lassen. 

Lösung. L Zerlegt man, wie in 
der Auflösung der vorigen Aufgabe, 
die Kräfte G und Gy wieder in je zwei 
Componenten (S und iV, S^ und iV,), 
so ist auch hier wieder Grleichgewicht, 
Ai wenn S = S^ ist. Dies liefert 




G 



cosx 



=6, 



cos Ti 



co5(6, — r,) ' 



cos (0 — t) 
oder einfacher 

G (cos dl + sin 0, tariTi) 
=ö, {cos + sin tan t). 
Drückt man nun t und Xi durch r, Ti, 6 und 0, aus, so gelangt man auf 

rf(r, cos6i) = kd (rcosd)y 
worin zur Abkürzung 

, G 

' = -^ 
gesetzt ist. Daraus folgt durch Litegration 

riCOsdi = krcosd + Const.^ oder 
r, COS0, = A:(A, — r,) co5 + Const, 

als Gleichung der Curve A^ B^, 

IL Bei dem in Aufgabe 35 vorliegenden Falle besteht zwischen 
r und die Beziehung 

cos (7 = — = . 

2a 2a 

Beachtet man nun gehörig, dass A=aj/2 ist, wenn r^ den Werth 

1 
hat, dass ferner Gi = G sec 4b^=Gy 2 und A== — "yf= sein muss, weil 

doch auch Gleichgewicht stattfinden soll, wenn P, mit R zusammcn- 
föllt (Fig. 1), so erhält man schliesslich 

r,==2]f/2 a(l — CO5 0,) oder 
d. i. die oben (Aufg. 35) aufgefundene Cardioide. 
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B. Gleichgewicht eines Punktes auf einer doppelt 

gekrümmten Linie. 

Aufgabe 37. Auf einer doppelt gekrümmten Linie, welche 
bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem durch die Glei- 
chungen z = f{x) und y = q3(x) ihrer Vertical - und Horizontalprojec- 
tion gegeben ist , befindet sich ein materieller Punkt , auf den beliebige 
Kräfte wirken. 

I. Welches ist die Bedingung flir das Gleichgewicht des Punktes ? 
n. An welchen Stellen der Curve besteht es? DI. Welchen Druck 
hat die Linie im Gleichgewichtszustande auszuhalten ? IV. Wie ändern 
sich die gefundenen Resultate , wenn die Gleichungen der Curve in den 
unentwickelten Formen F{x,z) = 0, ^(ir,y)=0 gegeben sind, oder 
wenn die beiden Gleichungen F^ (a:,y, 2)=:0, F^ {x,y,z) = derjenigen 
Flächen als gegeben vorliegen , deren Durchschnittslinie die Curve ist ? 

Lösung. L Um wieder auf einen vollkommen freien Punkt 
zurückzukommen (vergl. Aufg. 1 2) , denken wir uns den Widerstand, 
den die Curve leistet , durch eine Kraft iV^ ersetzt, normal zu derselben 
und unter den Winkeln A , fi , v gegen die Achsen. 

Femer fassen wir sämmtliche Kräfte zu dreien , Z7, F, fV, zusam- 
men, 'welche parallel zu den Achsen wirken. 

Dann ist der Punkt im Gleichgewichte , wenn 

ü+NcosX = 0. 

V+ iVco5^s=0. 

W+ Ncosv = 0. 

i 

Bezeichnet man nun mit qp, i/; und % die Winkel , welche die Tangente 
mit den Achsen bildet , so ist bekanntlich ferner 

cosk cosq>'\- coS(i cos'tp + cosv cos% = 

und hieilsei 

dx dy dz 

ds ^ ds '^ ds^ 

wenn man unter ds das Bogenelement versteht. 

Hieraus ergiebt sich als Bedingung des Gleichgewichts 

du dz 

1) v+v£ + fv-=o. 

n. Die Coordinaten x, t/y z derjenigen Stellen, an welchen es 
stattfindet, folgen aus dieser Gleichung 1) und aus den beiden Glei- 
chungen der Curve, 
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ni. Der Druck, den die Linie im Gleichgewichtszustande erlei- 
det, ist 



2) D^yu^+V^+W\ 

Die Richtung desselben ergiebt sich aus denen von U^ V und fV. 

IV. Sind die Gleichungen der Linie in der Form /^ (a*, 2) == 0, 
(j?, y) = gegeben , so ist bekanntlich 

3) ^=- ,if , und^^^-- ^^ 



dx dOix^y) dx d F {x^z) 

dy dz 

Das Uebrige bleibt ungeändert. 

Liegen endlich die Flächengleichungen F, (ir,y, z) = Ound F^ {x^ y, z) 

= als gegeben vor , so sind -— und -— bestimmt durch 

dx dx 

^J\.cJ\dy dj\dz^^^^ 
dx dy ' dx dz ' dx 

dx dy • dx dz ' dx 

d y dz 
Nach Einsetzung der hieraus folgenden Werthe von —und — in Gl. 1) 

ist dieser Fall auf den früheren zurückgeführt. 

Aufgabe 38. In der xz- Ebene eines rechtwinkligen räumlichen 

Coordinatensystems ist ein Viertelkreis gezeichnet , dessen Mittelpunkt 

der Coordinatenanfang und dessen Radius ==;«. In der j?y- Ebene ein 

Halbkreis, welcher die a?- Achse als Durchmesser, die y -Achse als Tan- 

a 
gente und -^ als Halbmesser besitzt. Ueber der ersten dieser beiden 

Linien steht eine Cylinderfläche parallel zur y - Achse ; über der letzten 
eine andere, die mit der 2 -Achse gleiche Richtung hat. An welchen 
Stellen der Durchschnittslinie beider Flächen ist ein materieller Punkt 
im Gleichgewichte, wenn auf denselben drei Kräfte parallel zu den 
Coordinatenachsen wirken, welche proportional a:, bezüglich y und ?, 
sind und für die Einheiten dieser Coordinaten die Intensitäten A , be- 
züglich B lind C, Ifaben. 

Lösung. Die allgemeine Bedingung für das Gleichgewicht ist 
nach Aufgabe 37 bekannt. In derselben ist für den vorliegenden Fall 

V^zAai, r=tBy, W= Cz, z^^j/a^'—xl', y^/x (a-^x); sie geht 
dabefr in 

2Ax + B{a--2x)'-'2C X = 
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über. Folglich ist Gleichgewicht für 

_ B 

was nur dann möglich ist , wenn 

B 
^^2{B^-^A)^^' 
Ausserdem ist der Punkt natürlich auch noch an denjenigen beiden 
Stellen der Curve in Ruhe , welche in der xz- Ebene liegen. 

Aufgabe 39, Eine Cylinderfläche , welche parallel zur z - Achse 
eines rechtwinkligen, räumlichen Coordinatensystems liegt und über 
einem Halbkreise steht, dessen einer Durchmesser die ar- Achse und 
dessen eine Tangente die y- Achse ist, schneidet eine Kugelfläche, deren 
Mittelpunkt mit dem Coordinatenanfange zusammenfallt und deren 
Halbmesser dem Cylinderdurchmesser gleichkommt. Auf der Schnitt- 
linie beider Flächen befindet sich ein Punkt P^ welcher dieselbe nicht 
yerlassen kann und auf den die Kräfte U, F, W wirken , die parallel zu 
den Coordinatenachsen , proportional a: , y und z sind und füra: = y 
= ^=1 die Intensitäten A, B^ C haben. Wo ist der Punkt im 
Gleichgewichte? 

Lösung. Nach Anleitung der Auflösung der Aufgabe 37 fin- 
det man 

als Abscisse der Gleichgewichtsstelle. 

Dieselbe ist nur möglich, wenn A \md C beide grösser als B, oder 
J)eide kleiner als B sind. Ausser an dieser Stelle ist auch noch in den- 
jenigen beiden Curvenpunkten Gleichgewicht , welche in der a: 2 -Ebene 
liegen. 

Aufgabe 40. Wie Aufgabe 39; die parallel zur j?- Achse wir- 
kende Kraft U aber nicht gegeben, sondern so zu bestimmen, dass der 
Punkt P überall auf der Durchschnittslinie im Gleichgewichte ist. 

Lösung. Es ergiebt sich 

ü = i^{[C-'B]a+2Bx) 
auf dieselbe Weise, wie in der Lösimg der vorigen Aufgabe. 

Aufgabe 41. Auf einen materiellen Punkt wirken die Kräfte 
ü=sLx, V=^My^ }V=Nz (wobei Z, M, N constant) parallel zu den 
Achsen eines rechtwinkligen Coordinatensystems. Auf was für einer 
räumlichen Curve befindet er sich überall im Gleichgewichte, wenn die 
Horizontalprojection derselben ein Halbkreis ist, dessen Durchmesser 
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a und dessen Mittelpunkt in der a:- Achse so liegt, dass die y- Achse 
tangirt ? 

Lösung. Für die Yerticalprojection der gesuchten Gleichgewichts- 
linie findet man die Gleichung 

{M — L) x^ — N z^ — M ax -\- Const = ; 
dieselbe ist also eine Curve zweiten ^rades. Ihre specielle Art hängt 
von den Werthen der verschiedenen Constanten ab. 

C. Gleichgewicht eines Punktes auf einer Fläche. 

Aufgabe 42. Auf einen materiellen Punkt, der sich auf der 
Fläche z = f{xjy) befindet, wirken beliebige Kräfte. 

I. Welches sind die Bedingungen für das Gleichgewicht des Punk- 
tes? n. An welchen Stellen herrscht es? III. Welchen Druck hat 
die Fläche im Gleichgewichtszustande aus zuhalten? IV. Wie lassen 
sich die erhaltenen Resultate auf den Fall übertragen , in welchem die 
Gleichung der Fläche in der unentwickelten Form F{x^y^z) =; o gege- 
ben ist? 

Lösung. Denkt man sich, wie bei den Aufgaben 12 und 37, den 
Widerstand der Fläche ersetzt durch eine normale Kraft N unter den 
Winkeln ^ , jia , V , fasst man ferner die auf den Punkt wirkenden Kräfte 
zu dreien, ü^ V, W, zusammen, welche parallel zu den Coordinaten- 
achsen wirken, so ist Gleichgewicht, wenn 

U+.NcosX:=zO, 
V+ N cosfi:=0 und 
W+ Neos v=2 0. 
Hierzu kommen, weil N senkrecht zur Fläche stehen muss, die Gle* 
chungen 

dx 



cos iL = 



/■ +(!-:)■-©■' 



cos fl = — 



dy 



I 

C05 V =^ + 



/-&)■+(!;)•• 
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Daraus ergeben sich als Bedingungen des Gleichgewichts 

2) ^+^ry = '- 

n. Die Coordinaten x, y, z derjenigen Stellen, an welchen es 
stattfindet, folgen aus diesen beiden Gleichungen und aus der der 
Fläche. 

Hr. Der Druck , den die Fläche im Gleichgewichtszustande aus- 

ziMtenhat, ist 

3) 2> = yW+V^+WK 

Die Sichtung desselben ergiebt sich aus denen von U^ V und W-. 

IV. Ist die Gleichung der Fläche in der unentwickelten Form 
^.(^»^»2;) = gegeben, so ist bekanntlich 

dF 

und 



dz 


d X 
dF 




dz 




dF 


dz 

dy 


dg 
dF 



dz 

Setzt man dies in die Gleichungen 1) und 2) ein, so gehen diese über in 

dF dF 

4) 27^-^1^=0 und 

^ d z d X 

d z dy 

Das Uebrige bleibt ungeändert. 

Aufgabe 43. An welcher Stelle einer Ebene , die auf allen drei 
Coordinatenachsen die Strecke a abschneidet , befindet sich ein Punkt 
von der Masse 1 im Gleichgewichte, wenn auf denselben, ausser seiner 
Schwere, parallel der x- und y- Achse zwei Kräfte wirken, die propor- 
tional ar, bezüglich y, sind und für iF = y = l beide die Intensität A 
haben? 

Lösung. In den allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen 1) und 
2) der Aufgabe 42 ist für den hier vorliegenden Fall ü^=Ax^ V= By^ 
Wi=i — g^ z=^a — a?— !/; dieselben lauten daher 

Ax + g:^0\mi Ay + g = 0. 
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Aus ihnen und aus der Gleichung 

der Fläche ergeben sich die Coordinaten der Gleichgewichtsstelle zu 



^^y—^^ 



A 

Aa + ^g 



r A 
Aufgabe 44. An welchen Stellen der Ellipsoid fläche 

iC* t/* 2' 

— r- + — r H — r- = 1 befindet sich ein materieller Punkt im Gleichgewichte, 
(r 0* c' 

wenn auf denselben , parallel zu den Achsen , die constanten Kräfte A^ 

B und C wirken ? 

Lösung. Man findet leicht, nach Anleitung der Lösung der 

Aufgabe 42, 



als Coordinaten der Gleichgewichtsstellen. 

Aufgabe 46. Auf einem aus den Halbachsen a , h und c con- 
struirten Ellipsoidquadranten ist ein Punkt beweglich, aufweichen zwei 
Gewichte wirken ; das eine , Q , hängt an dem Pimkte vertical abwärts, 
das andere, P, an einem Faden, der durch den Mittelpunkt der Fläche 
geht. Es soll bestimmt werden, an welchen Stellen der Punkt im 
Gleichgewichte ist I. bei beliebigem P und Q , II. wenn P = ß. 

Lösung. LDahier Ü'=-P-^,F=-P-^, W^-{p^-^Q\ 

ist, wobei r den Radiusvectojr des Punktes bezeichnet, so hat man als 

Gleichgewichtsbedingungen, wenn man -y = ^, — , = 5 setzt, 

-'•f+(''f+»)v=»""' 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt 

1) a; = 0, oder 

2) (1 — ^i>z = ^Or; 
aus der zweiten 

3) y=:0, oder 
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4) {l-^B)Pz=^BQr. 

Ab erste Combinatioii von 1) bis 4) hat man also 

5) iF = und y = ; 
als zweite 

6) a: = und 

{i — B)Pz = BOr, 
ans welcher letzten Gleichung man leicht 

ableitet, wenn man 

6« - c* ^ 
setzt. Zur Brauchbarkeit der Gleichung 7) gehört hierbei 

P>ß'0. 
Als dritte Combination ergiebt sich 

{l—A)Pz=:AQr\md 
8) y = 0. 

Die erste dieser Gleichungen liefert, wenn man die Abkürzung 






a*^c* 



benutzt. 



9) '^''^?+^ö"^^"'^- 

Die letzte Combination 

Pz A B 



Qr 1—^ i—B 

wäre nur fär ^ = -ß möglich. 

II. PtirP = ö ist, nach 5) bis 9), der Punkt im Gleichgewichte, wenn 

10) x = und y = , oder wenn 

11) ,; = 0undy = &/r=:^* = 6^^^\ 

oder endlich, wenn 

/ö* — 2 c* 
-^-— j- und y = 0, 

wozu 

6 > c /"2 und a >c j/^ 
gehört. 

Aufgabe 46. Es sollen die Kräfte U und V bestimmt werden, 
welche parallel der x - und y Achse auf einen schweren Punkt von dey 
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Masse 1 wirken müssen, wenn derselbe auf einer Ebene, die die Strecken 
rt, by c auf den Achsen abschneidet , tiberall im Gleichgewichte sein soll. 
Lösung. In den allgemeinen Bedingungen fttr das Gleichge- 
wicht (Gl. 1 und 2 der Aufg. 42) ist jetzt Tf^=— g, z = c (l --V 

Sie gehen daher über in 



liefern also 



C^+^ = Ound r+^ = 0, 
a 



c c 

ü= g und V = g. 

a ^ b -^ 



Es verhält sich mithin 



ü: V: fV=-:^: i. 

a b c 



Aufgabe 47. Parallel zu den Achsen eines räumlichen, recht- 
winkligen Coordinatensystems wirken auf einen Punkt immer die con- 
stauten Kräfte A, B und C, Man soll die Fläche bestimmen , auf wel- 
cher er überall im Gleichgewichte ist. 

Lösung. Es ergiebt sich sehr leicht, dass die gesuchte Fläche 
eine Ebene ist, welche auf der x-^y- und 2^ -Achse drei Strecken, «, 

b und c, abschneidet, die sich wie — r • ir • "77 verhalten. 

ABC 

Aufgabe 48. Wie Aufgabe 47 ; die Kräfte aber nicht constant, 
sondern proportional ar, bezüglich y und z ; für a: = y = 2 = 1 von den 
Intensitäten A^ bezüglich B und C. 

Lösung. Die Gleichgewichtsfläche ist ein Ell ipso id, dessen 

1 1 1 

Achsen a , b und c sich wie "7-— : ~l=^ • l-rr verhalten. 
' yA j/B yC 



.• 



Capitel III. 



Aufgaben ttber die Bestimmung des Schwerpunktes von 

Linien 9 Flächen und Korpern. 



Erklärung. Bezeichnet mamnitp das Gewicht der Volumen- 
einheit, mit V das Volumen eines Körpers , mit § , rj und ^ die auf ein 
rechtwinkliges System bezogenen Coordinaten seines Schwerpunktes, 
mit X , y und z die eines Körperelementes , so gelten nach der Theorie 
der Parallelkräffce bekanntlich die Momentengleichungen 

1) ^fpdVr=fxpdV, 

2) nJpdV^JypdV, 

3) iJpdV=JzpdV. 

Aus denselben folgen |, ri und f. 

Es können diese Gleichungen aber auch zur Bestimmung der 
Schwerpunkte von Flächen und Linien angewendet werden. Obgleich 
Letztere nämlich ohne materiellen Inhalt , also auch ohne Gewicht sind, 
so pflegt man doch von ihren Schwerpunkten zu reden. Man denkt 
sich nämlich auf dieselben Parallelkräfte wirkend und stellt sich deren 
Vertheilung als gleichförmig vor, wenn man von homogenen 
Flächen oder Linien redet, als ungleichförmig, wenn man das 
Gegentheil ausspricht. 

Dass die in 1) bis 3) vorkommenden Integrale meist mehrfache 
sind , dass sich die Grenzen der Integrationen in jedem speciellen Falle 
aus der Natur des gerade vorliegenden Gebildes ergeben und dass sich 
die Formeln bedeutend vereinfachen, wenn p constant ist, braucht 
wohl kaum besonders hervorgehoben zu werden. 
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A. Bestimmung des Schwerpunktes ebener Liiuen. 

a) Parallelcoordinaten. 

Aufgabe 49. Eine ebene Curve hat, bezogen auf rechtwinklige 
Coordinaten , die Gleichung y = f(x) ; das Gewicht der Längeneinheit 
derselben ist p. Welche Werthe haben die Schwerpunktscoordinaten 
J und rj , wenn die Linie von der Abscisse Xq bis zur Abscisse a:, ge- 
rechnet wird? 

Lösung. Zu Folge der Gleichungen 1) und 2) der vorstehenden 
Erklärung hat man, wenn mit ds das Bogenelement bezeichnet wird, 



g I pds=i j xpdsxmd 

X=:Xo X=Xq 

XZ=x^ x = xi 

ri I pds=: I ypds] 



oder 



X^Xq X^zXq 

.^1 



öS= fpx]/l + y^ da? und 



^0 



Gn:= Cpy }/\+y' dx, 



robi 



woDei 



XQ 



G= fpj/l + y^dx, 



Xq 

das Gewicht der Linie bedeutet. 



Ist jo constant, so ist einfacher 

X 

/» 1 

^1 r= I xj/l + y* dx und 



Xq 

X 



iy= CyYv+y^dx, 



s ^ 



in welchen Gleichungen s = I W^^y^ ^ ^ die Bogenlänge der 



Curve vorstellt. ^r 





Aufgabe 60. Wo liegt der Schwerpunkt eines homogenen Kr eis - 
bogens, dessen Sehne =: 2 ö und dessen Radius = a ist? Wo liegt 
er für den Halbkreis? 
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L ösung. Man legt das rechtwinklige Coordinatensystem natür- 
lich so, dass die Halbin»igslinie des Centriwinkels mit der y -Achse 
zusammenfallt und der Kreismittelpunkt Coordinatenanfang wird. 
Dann ist |, die Abscisse des Schwerpunktes, gleich Null. Die Ordi- 
nate 1} ergiebt sich «el9 der Gleichung 

— a 
in welcher s die Bogenlänge bedeutet , zu 

2 ca 
' s 

Der Schwerpunkt liegt also auf der Geraden, die den Centriwinkel 

halbirt, so, dass sich sein Abstand vom Kreismittelpunkte zum Radius 

verhält, wie die Länge der Sehne zu der des Bogens. 

2a 
Für den Halbkreis ergiebt sich — = 0, 6366 a d. i. nahezu ^ja, 

7t 

Aufgabe 51. Für die gemeine Kettenlinie, 

k ( ± f \ 

sollen die Coordinaten J und iy des von bis x genommenen Bogens s 
L berechnet, 11. construirt werden; femer soll man III. aus den in I. 
gefundenen Besultaten die Schwerpimktscoordinaten für einen belie- 
bigen Kettenlinienbogen herleiten. 

Lösung I. Die gesuchten Coordinaten sind durch die Glei- 
chungen 



M HO 

Ü 



^=1 xj/i+y'^dx, sv= f y j/i+y^ dx und 

X 

J /i + y' dx 



k / - —^\ 
bestimmt. In denselben ist y= — (<?* + e *y, also 

1) y=hV^-^ ^)imd2)j/i+y' = ^\ef^+e ^j. 



Daher hat man 

ae sc 



S 

Ö 



\tj' y + ^ )d^y 
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3) 
Ferner 



Aufgaben über die Bestimmung des Schwerpunktes 

Ar/ £ _£\ 
. = -(,* _e *j. 

XX X 



also 



4) 
Eben so 



«I 



= n[^(' 



ü 
X 



F 



j-_Ä(^ß*r + ß Vj + ^- 



U 






+ e 



X 

—'k 



Y dXy mithi 



5) 



[X X~l 



Statt 4) und 5) kann man einfacher schreiben 

6) s^ = sx — ky-^k^ = sx — k{y — A:) und 

7) sri==}i{sy + kx)', 

daher ergiebt sich 

k(y—k) , 
^=x ^ ^und 

kx^ 



,=1 (.+'-'). 



oder , wenn man arc tan y , also den Winkel , welchen die Curventan- 
gente mit der a:- Achse bildet, durch r bezeichnet und beachtet, dass 

(nach Gl. 1 und 3) 

s=:ky =k tan t ist, 
^ = X — {y — k) cot r und 

n. Die Construction dieser 
beiden Coordinaten ergiebt sich 
sehr leicht, wenn man beachtet. 




dass/«»'T=y = ^ , - — ~' 

k 



• Nimmt 



F C, d C!^ 



man nämlich (Fig. 3) AD=BC 
= y , so ist L A D =s L r. 
Wird also B E=k genommen 
und E F senkrecht zu AD ge- 
zeichnet , so stellt F das § des 



Schwerpunktes dar. Wird femer B G parallel zu D A gezogen , so ist 
OH=^0Gda,B7i. 



/ 
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Uebrigens kann das | auch dadurch erhalten werden, dass man 
die Curventangenten im Scheitel und im Punkte ß zieht; es ist also 
die Abscisse des Bogenschwerpunktes gleich der des 
Durchschnittspunktes der Tangenten im Bogenanfange 
und Bogenende^ 

m. Bezeichnet man die Bögen A B^ imd A B^ mit s^ und s^ , die 
Coordinaten ihrer Schwerpunkte mit J^, i/j, bezüglich Jg, t/g, und denkt 
sich dieselben nach I. bestinmit , so ergeben sich die des Bogens B^ B^^ 
welche wieder | und 17 heissen mögen, aus den Momentengleishungen 

*i *?! + *^ ^== *« ^2 und 



zu 



| = *Allf!i!„nd, = *»''' -'''»' 



• 



"2 """ ^1 ^2 "~~ ^1 



Anmerkung. Zu der Gleichung 6) kann man auch auf folgen- 
dem Wege gelangen : Aus der Momentengleichung 

s^= ix d s 
folgt 

s^ = xs— f sdx=^sx — j k d y = sx — ky-\'Cons(, 

Hierbei hat die Constante den Werth A:*, weil für a:=0, 5=0 und y=k 

sein muss. Daher ist 

s^ = sx — k{y—k). 

Auf ähnliche Weise lässt sich auch die Gleichung 7) herleiten. 

Aufgabe Ö2. Welches sind die Schwerpunktscoordinaten eines 
vom Wälzüngswinkel bis zum Wälzungswinkel w gerechneten Cyc- 
loidenbogens? Welche Werthe haben dieselben für die ganze 
Cycloide? 

Lösung. Für die vorliegende Curve ist bekanntlich: 
x=a {w — sinw), y = a (l — cosrv), 
wenn man mit (i den Halbmesser des rollenden Kreises bezeichnet, die 
a:- Achse mit der als Basis dienenden Geraden zusammenfallen lässt 
und die y- Achse durch den Anfangspunkt der Cycloide legt. 

Aus diesen Gleichimgen folgt 
dx=:a{\ — cosw)drv, dy = asUiJvdw^ ds =i2asini7vdtv. 
Mithin ergiebt sich 

Ferner 

s^= I xds==2a^ I (m — siniv)sin\wdw^ 

5j = 4a« [^sin^\w — (w — sinw) cos\fv\. 

m 

Fährmann, Aufgaben z. anal. Mechanik^ o 
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Eben so 



w 



sri= I f/ds = 2a^ j (l — costv) sin^wdfv, 

srj = Sa^[{^cos-^fv—i) cos^w+|]. 
Daher hat man 

a ^ sin^ ^ w — (w — sin w) cos 4 n^ 

^^?' sin^^w ' 

_ { icos'\w'^i)cos\w+§ 

strr ^ fv 

in welchen Gleichungen noch \ (l — cos^tv) statt sin^^ tv gesetzt wer- 
den kann. 

Für dip ganze Cycloide {w = 2n) ergiebt sich 

^ = a7t, • 

was selbstverständlich ist, und 

ß) Polarcoordinaten. 

Aufgabe 53. Eine ebene Curve hat, bezogen auf ein Polarcoor- 
dinatensystem, die Gleichung r = /*(0). Sie wird von der Anomalie 
0Q bis zur Anomalie ö^ gerechnet. Man soll die Coordinaten | und ri 
ihres Bogenschwerpunktes bestimmen , welche in Bezug auf ein solches 
rechtwinkliges System gemeint sind, dessen o:- Achse die Achse des 
Polarsystems und dessen Coordinatenanfang der Pol ist. 

Lösung. Bezeichnet man mit Si den zu 0j, mit ^g den zu 6^ 
gehörigen Curvenbogen und denkt sich die Linie zunächst auf recht- 
winklige Coordinaten bezogen, so sind ^ und fj (vergl. Aufgabe 49) 
durch die beiden Gleichungen 

(si—Sq) I = / ^ds und {si—Sq) ti^=^ I yds 

bestimmt ; in Bezug auf Polarcoordinaten mithin durch die zwei , un- 
mittelbar hieraus folgenden 

r'^ 

(s, s^i— I r ]/r^+r^ cosddQ und 


(*|— *o)^= / rj/r» + r^ sindddy 
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in denen 



ßt _9. 



,, =yj/;S+7i de, *o =fyr'+r* dB, 



s, 

ö 

, dr 

ist. 

Aufgabe 54. Es sollen die Schwerpunktscoordinaten § und tj 
des von o bis n gerechneten Bogens der Cardioide (r = a(|+ co^ 0) ) 
' bestimmt werden. 

Lösung. Die gesuchten Coordinaten folgen hier aus den Glei- 
chungen 

n n 

«S= f r cos B /?'+r^ dd, Sfi= 1 r sin d ]/f^+?^ dB, 



n 

s= Cj/f^+T^dB, 



wenn man r=a(l+co50), also r' = — a sin 0, mithin 

einführt. Es ergiebt sich hierbei sehr leicht 

5 = 4a. 
Dann hat man weiter • 

4a| = 2a* j (i+cosB) cosBcos^BdB 

und hieraus ohne Schwierigkeit, 

Endlich , zur Bestimmung von rj , 

n 

4ari=2a* j {i+cosB) sinBcos\BdB, 

also 

i? = |a. 

Die beiden Schwerpunktscoordinaten sind mithin einander gleich. 

Aufgabe 56. Wo liegt der Schwerpunkt des von o bis gerech- 
neten Bogens der logarithmischen Spirale r = ac^? Wo be- 
findet sich der des ersten Quadranten derselben? 

Lösung. Die allgemeinen Gleichungen, durchweiche die Schwer- 
punktscoordinaten g und ri bestimmt sind, lauten wie die drei ersten 

3* 
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in der Lösung der vorhergehenden Aufgabe angeführten , nur mit dem 
Unterschiede, dass die Integrationsgrenzen o und ö, statt o und w, sind. 

Da nun r = ae^^ also r auch = a ß^, mithin j/r* +/* ^^^ a j/ 2 e^ 
ist , so ergiebt sich leicht 

e 

/?+^'^ d d ^ aj/J {e^ --l) 

und , bei Benutzung bekannter Röductionsformeln , 








Jr /?'+ /' cosedd:= -^ [ «'* (2 cos + sin 0) - 2] , 







J. r /r' + r' sin ddd =_ — ^ [ e'^ (2 sin - cosd) + ll. 

Daher hat man 

_a_ e^^\2cosd + sinQ) — 2 

a e^^ (2sind — cosd) + 1 
V--=-^- J9—1 • 

Für den ersten Quadranten wird hieraus einfacher, wegen = -— , 

€{ e^—2 

^2- 1 

5 



V== . n 



B. Bestimmung des Schwerpunktes doppelt 

gekrümmter Linien. 

Aufgabe 56. Eine doppelt gekrümmte Linie ist durch die Glei- 
chungen z = f{x) und y = <3p(j?) ihrer Vertical- und Horizontalpro- 
jection gegeben. Das Gewicht der Längeneinheit derselben werde mit 
p bezeichnet. Man sucht die Schwerpunktßcoordinaten | , ri und J für 
den von x^ bis x^ gerechneten Bogen. 

Lösung. Versteht man unter P das Gewicht des ganzen Bo- 
gens und unter s seine Länge , so hat man , nach Dem , was in der 
„Erklärung" zu diesem Capitel gesagt worden ist, 

pxds, Prj= 1 pyds, P^= jpzds, 
^=\ ^=^0 ^=-^0 
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wobei 



i P= fpds und ds = j/ i+j'^V^/lfV dx. 



Wenn p constant ist , so gehen diese Gleichungen über in 

X = X. I = X, x = x. 



S 



1= / xdSj srj'=z I yds, sj;= 1 z ds ^ 



in welchen 

X 



X— Xg jr=jro '=*o 



-/i/'+e-i)"+o"-- 



s 

'0 



Hierdurch sind die drei Coordinaten J, iy und f vollständig be- 
stimmt. 

Aufgabe 57. In der 0:2 -Ebene eines rechtwinkligen, räumli- 
iihen Coordinatensystems ist die Curve z = Ja' gezeichnet; in der xy- 

Ebene die andere y = | ^2 x^, Ueber der Ersteren ist eine Cylinder- 
fläche parallel der y- Achse, über der Letzteren eine parallel der 2- Achse 
construirt. Wo liegt der Schwerpunkt der von bis x gerechneten 
Durchschnittslinie dieser beiden Flächen? 

Lösung. Bezeichnet man die Coordinaten des gesuchten Schwer - 
Punktes wie gewöhnlich mit J , iy imd f, so hat man zur Bestimmung 
derselben (vergl. die Lösung der vorigen Aufgabe) 

X X 

s= lj/l+2x+x^dx= I {\ + x)dx, 




- s ^ 

ü 



X 



X 
X 


Aus diesen Gleichungen folgt sehr leicht 
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mithin 



3 



5-B--— ^+^— '^ J^' 2 + x ' 



j (4 + 3^0^ 
^-T15- 2 + rr • 

Aufgabe 68. Wo liegt der Schwerpunkt des Schrauben- 
linienbogens AP? Wie lassen sich seine Coordinaten |, i; und J 
construiren? 

Lösung. Die Schwerpunktscoordinaten sind durch die Glei- 
chungen 

sj= farfs, s ri = Ji/ds^ s i = Jzds 

bestimmt. Wenn nun a den Spindelradius, a den Steigungswinkel 

bedeutet und wenn man mit c den. Aus- 
druck a tan a (den Parameter der Schrau- 
benlinie) bezeichnet, so lauten die Glei- 
chungen der beiden Verticalprojectionen 
der Linie bekanntlich : 

z z 

x = a cos — , y = a sin — . 
c c 

Femer hat man für die Länge des Bo- 
gens AP 




s 



sin a 



Führt man dies in die obengenannten drei Momentengleichungen ein, 
so ergiebt sich, indem' man zwischen den Grenzen o und z integrirt, 

cv c (a^-x) 

z z 

Die letzte dieser drei Schwerpunktscoordinaten ist unmittelbar als 
Hälfte von z bekannt ; die erste und zweite lassen sich leicht als vierte 
Proportionalen construiren. 

Aufgabe 59. In der Verticalebene eines rechtwinkligen Coordi- 
natensystems ist eine gemeine Cycloide OP"C gezeichnet, flir 
welche OA = b der Durchmesser des erzeugenden Kreiaes, C^ die 
halbe Basis und der Scheitel ist; in der Horizontalebene eine Para- 
bel P' B ^ deren Halbparameter =2«, deren Achse die o;- Achse 
und deren Scheitel ebenfalls der Coordinatenanfang 0. XJeber der 
ersten Linie ist eine Cylinderfläche parallel zur y- Achse, über der 
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zweiten eine andere in der Richtung der z- Achse construirt. Es sollen 
die Schwerpunktscoordinaten |, r/ und J der von o bis x gerechneten 

Fig. 5. Durchschnittslinie beider Flächen be- 

stinunt werden. 

Lösung. Da die Gleichung der 

vorliegenden Parabel y = }/4ax 

= 'i j/a X ist , so hat man 

dx f x' 

Ferner ist, zu Folge einer bekann- 
ten Eigenschaft der Cycloide , 
dz _ A^ 
dx ¥ X 

Mithin ergiebt sich 




daher 



ds = j/"J±dx, 

'^ X 

s= I ds — 2 ]/{a+b)by 

x = b 

sl~ I xds = ^b j/(^bj~by 

x=0 

x=sb 

^n= f yds==2bj/{a+b)a, 

x=.0 

x=b b 

f= / zds = j/a+b I z-ß:^. 
y y yx 



Nun ist aber , wie sich leicht durdi partielle Integration finden 



lässt, 



fz^ = 2zyx+^j/{b-xy, 



also bei Einft&rung der Grenzen 







b 



Folglich 



H={n-^)by{a + b)b. 
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Die Schwerpunktscoordmaten sind mithin 

C. Bestimmung des Schwerpunktes ebener Flächen, 

«) Parallelcoordinaten. 

Aufgabe 60. Eine ebene Fläche iV^ M^ M^ N\ ist oben und unten 

durch die Curven M^M^ und iV^iVi begrenzt, deren Gleichungen y, ^=f^ {x\ 

Fig. 6. bezüglich yp=/*Q(j?), gegeben sind. Das 

Gewicht p der Flächeneinheit ist im All- 
gemeinen eine Function von x und y\ 
(p = g) (.r, y)). Welche Werthe haben 
die Coordinaten | und ij des Schwerpunk- 
tes dieser Fläche? Wie lauten dieselben, 
wenn p constant ist? 

Lösung. Wird das Gewicht der 
ganzen Fläche mit G bezeichnet, so hat 
X ^ man, nach Anleitung der zu Anfange 

dieses CaPitels gegebenen „Erklärung" , die Gleichungen 

Vi 




G^ -- j j xpdxdi/y 



G 



^1 y« 



ypdxdy, 



'0 



in denen yo = fo{x), y, = /*^ (a?) , p =i <p{x,y) ißt. 

Aus denselben ergeben sich | und ri sofort durch Division mit 
dem Werthe von G. 

Wenn p constant ist und man den Inhalt der Fläche mit S bezeich- 
net, so gehen diese Gleichungen über in die einfacheren 



X 

5S= / {yi—yo)a:dx, 

^^=i /(yi*— ^o')^^) 
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ans welchen § und ij ebenfalls durch Division folgen. 

Zu diesen letzten Formeln gelangt man auch unmittelbar, wenn 
man sich die homogene Fläche parallel zur y- Achse in Streifen von 
der Höhe y, — i/q und von der Breite dx zerlegt denkt. 

Aufgabe 61. Für die gemeine Kettenlinie AB (Fig. 3), 

deren Gleichung y = — f eA- + e * j ist, sollen I. die Schwerpunkts- 

coordinaten ^ und rj der von o bis x genommenen Fläche S = OA ß C 
berechnet und construirt werden. Ferner soll man II. angeben , wie 
aus den gefundenen Werthen xon § und i^ am einfachsten die Coordina- 
ten der Schwerpunkte der Flächen AJß und C\ Z?, ß^C\ hergeleitet 
werden können. 

Lösung. I. Die Gleichungen, welche die Schwerpunktslage be- 
stimmen , lauten hier 

Sg= / xydx^ Sri=i f U^^^^y "^ ~ / ^^^' 

Ü 

In denselben isty = — ( ek-^-e^kij mithin ergiebt sich zunächst 

oder, wenn man beachtet, dass der Bogen A B =^ s den Werth 

' k ( ^ _ £\ 
— [ek —e k\ hat (siehe Aufgabe 51), 

S = ks. 
Eben so leicht findet man 

51 = -— x(ek ^e^k)—k( ek J^e~k\ + 2 k\ 

oder, besser dargestellt, 

Si=^k[sx^k{y-k)\. 



Endlich 



Sri^—\sy + kx\ 
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Mithin hat man fllr § und iy die Werthe 

y sx — k {y—k) 

^~ s 

sy-^kx 

oder , wenn man mit t den Winkel bezeichnet , welchen die im Punkte 
xy construirte Curventangente mit der ic- Achse bildet, 

| = iF— (y — A:) cotxy 

Vergleicht man diese Resultate mit denen , welche in Aufgabe 5 1 
unter I. für | und ri gefunden worden sind, so sieht man, dass die 
S ch w erpunkt s ab s eis se desKettenlinienbogensv^Ä (Fig. 3) 
eben so gross ist, wie die der Kettenlinienfläche OABC 
und dass die Ordinate des-Schwerpunktes jenes Bogens 
dem Doppelten von der dieser Fläche gleichkommt. 

Hiermit ist die Construction der Schwerpunktscoordinaten 5 und 
T/ durch die in Aufgabe 51 angegebene erledigt. 

II. Wird der Inhalt der Fläche AJB mit Si bezeichnet und wer- 
den die Coordinaten ihres Schwei^unktes §i und iy, genannt, so sind 
sie durch die Momentegleichungen 

bestimmt. 

Auf dieselbe Weise ergeben sich auch die Schwerpunktscoordina- 
ten der Fläche C, B^ B^ C^ (Fig. 3) , indem man dieselbe als Differenz 
der beiden Flächen AB^C^ und OAB^Ci auffasst. 

Aufgabe 62. Wo liegt der Schwerpunkt derjenigen FläcTie, 

welche von der ganzen Cissoide \y=Jr =f £ ) ^^^ ihrer 

Asymptote begrenzt wird? 

Lösung. Die Fläche liegt bekanntlich symmetrisch gegen die 
iT- Achse; es ist also blos das J des Schwerpunktes zu berechnen, weil 
i; :=? 3ein muss. Hierzu hat man die Gleichungen 

b 

S^=: I X t/ ^ dx und 
J f b—x 
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aus der ersten derselben folgt 

h 



Schreibt man hierfür ^ 

S§=5 I ^ ^ dx = bb I dx — bl — ^ - -. d Xy 

j/ /^— a; tJ yb — x ^ j/b—x 

so bat man 

S^ — bbS — bS^, 
mithin 

als die gesuchte Schwerpunktsabscisse. 

ß) Polarcoordinaten. 

Aufgabe 63. Eine Fläche ^o^o^i ^i ist durch zwei Curven /?o^o» 
B^ Cj , deren Gleichungen 

sind und durch zwei Leitstrahlen 5q B^ , Cq Cj , welche zu den Anoma- 
Fig. 7. lien AqOB^= 0q, 'A^OCq= 0, gehören, begrenzt. 

^ Es sollen die rechtwinkligen Coordinaten 

§ und 1/ des Schwerpunktes dieser Fläche be- 
•\ M \ stimmt werden. 








Lösung. Wird mit 5 der Inhalt der 
Fläche B^C^C^Bi bezeichnet, so sind die ge- 
suchten Coordinaten § und ri durch die Mo- 



mentegleichungen 



0. r. 



S^= I I r^cosddddr, 



9 r 




Srj=^ I I r^sind dQdr^ 



^0 -0 



^l..-1 



S= f I rdQdr, 
bestimmt , welche sich einfacher in den Formen 
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'• . 



Sf}-^\J{r,'-r,')sinedd, 



geben lassen. 

Aufgabe 64. Wo liegt der Schwerpunkt eines Kreisaus- 
schnittes, dessen Eadius a und dessen Centriwinkel y ist? Wo der 
des Halbkreises? Wo der des Quadranten? 

Lösung. Der gesuchte Schwerpunkt liegt offenbar auf der Hal- 
birungslinie des Centriwinkels. Zur Bestimmung seines Abstandest vom 
Mittelpunkte hat man (nach der Lösung der vorigen Aufgabe) , wenn 
das Kreisce;itrum als Pol, die Winkelhalbirungslinie als Achse des 
Coordinatensystems genommen wird , 

5S=i / a'cosddd, 

daher 

. sinly 

Für den Halbkreis ist dies x 



für den Quadranten 



4 
| = — a = 0,4244«; 

OTC 



41/2 

^ 371: ' 



Aufgabe 66. Es sollen die Schwerpunktscoordinaten J und ri 
f(ir diejenige Fläche berechnet werden , welche von dem , von bis n 
gerechneten. Bogen der Cardioide r, =« (l + co5 0), von dem zu- 
gehörigen Halbkreise des als Basis dieser Linie dienenden Kreises und 
von seinem verlängerten Durchmesser begrenzt wird. 

Lösung. Da hier (vergl. die Lösung der Aufgabe 63) 0o = o, 
0j = 3t, rQ = acosd, r, = « (I + C056) ist, so sind die zu ermitteln» 
den Coordinaten | und iy durch die Gleichungen 
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w 

S=4«* / {\+'2cos6)dd, 
ü 

Si = la^ I {i + Zcosd + Zcos^B)cosddd, 





Sfi==la^ f (l+^cosB + Zeo^d)sinddd 

u 
bestimmt. Aus denselben folgt bei Ausführung der Integrationen 

Sri = t «'• 
Mithin hat man 

I = rt und i; == — fl. 

Aufgabe 66. Für den von o bis — gerechneten Sector der Spi- 

rale des Archimedes (r = ad) sollen die Coordinaten | undiy des 
Schwerpunktes bestimmt werden. 

Lösung. Nimmt man den Pol des Systems, auf welches sich 
die Gleichung r = ad bezieht, als Anfangspunkt des J, die Achse als 
seine Richtung und senkrecht dagegen das i/ , so hat man zur Bestim- - 
mung der beiden gesuchten Coordinaten die Gleichungen (vgl. Aufg. 63) 

S=ia« /fl'rfö, 

n 

r* 2 



S^ = la'J e''cosedd, 





n 
• 2 



Dieselben liefern 



Daher ist 



Sn = la'J d'sinddd. 



S^ = ^V (^' — 247r + 48) a' , 
Sfiy = ^15(371* — 24)«'. 



2 a (7t'-~24;r+ 48) 

7( 
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I 

4a (3 TU*— 24) 
tl = -3 . 

Aufgabe 67. Welche Wertbe haben die Coordinaten J und iy des 
von bis gerechneten Sectors der logarithmischen Spiraln 

Lösung. Nach Anleitung der Lösung der Aufgabe 63 h&i; 

man hier 

9 






2Örf0, 



9 
Sri — ia^ fe' 



e^^ sind dB. 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt sofort 

S = ^a*(e«ö-1); 
die Integrale 

Jz=fe^^cosddB und J, = fe^^ sind dB, 

welche in den beiden letzten vorkommen, liefern 

J = e^^ sinB-zJe^UinBdB, 

J^^—e^^ cosB + Z J e^^ cosBdB. 

Dies ist so viel wie 

J=e^^sinB — ZJi 
J^=—e^^cosB + ZJ. 
Mithin hat man 

J =^e^^ (ZcosB + sinB), 
/, = ^i^ e 3ö(35m0 - cosB), 



also 



folglich 



S^ = ^'^ a» [e^^iZcosB + sin 0) - 3] , 
5iy = ■^\fa^[e^^ (ZsinB ''COsB) + l]', 



J^_ S g^^ (3CQg0 + 5W0)— 3 



und 
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D. BestimmuDg des Schwerpunktes von 

Cylinderflächen. 

Anfglibe 68. Bezogen auf ein rechtwinkliges Coordindtensystem 
ist eine homogene Cylinderfläche gegeben, welche parallel der y- Achse 
liegt und deren Leitlinie eine in der a? 2 -Ebene gezeichnete Curve A B 
(Fig. 8) von der Gleichung z = ip(x) ist. Aus derselben wird durch 
einen verticalen Cylinder, der über der Fläche M^^M^N^N^ steht ^ ein 
Stück CD EF herausgebrochen. Die Curven M^ M^ und N^ iV, sind 
durch die Gleichuif^en y^ = (^{x) und y, = ^ {x) bestimmt. Es sollen 
die Schwerpunktscoordi- 
naten (, 1} und £ der Fläche 
CDEF, deren Inhalt mit 
^bezeichnet werden möge, 
berechnet werden. 

Lösung. Da 2 nur 
eine Function von o:, nicht 
auch von y , ist , so kann 
man sich die Fläche CDEF 
in streifenförmige Ele- 
mente zerlegt denken, 

welche die Länge yi— ^q 

und die Breil:e ds haben, 

(wobei ds das Differential 

des Bogens AB bedeutet). 

Wird nun OL^ mit ir^, L^ mit x^ bezeichnet, so sind die gesuchten 

Schwerpunktscoordinaten durch die Gleichungen 

Sl^=^ j xiy.'-y^ds, 




X=ZXi 



:Xq 



«=«1 



Sv=J hiy^+Vo) ii/i-yo) ^^ = ^ / (yi'-yo*)^^ 



a=sxQ 



X = Xfi 



x:^zx\ 






x=xi 



S = j {yx—yo)ds, 



dr=jr5 



bestimmt, in welchen ds = T/ ^ + \T~) ^^ ^^^' 
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Aufgabe 69. Von einem Klostergewölbe, dessen Bogen 
CiV/^ ein Viertelkreis ist, sind (Fig. 9) die Dimensionen 0A=O C= a 

und A D ^:=z B =^b gegeben. Man 
sucht die Schwerpunktscoordinaten g, r\ 
und JdesGewölbflächentheiles Ci^r^ D PC. 
, Lösung. I, ri und f sind hier 
durch die Gleichungen 

X=a x=a 



Fig. 9. 




x=0 x=0 



x=.a 



x=a 



'^t= I yzds, S=z j y ds 

bestimmt, wenn' mit S der Inhalt der Gewölbfläche CNADPC^ mit 
ds das Differential des Bogens CN bezeichnet wird und wenn die Coor- 
dinaten von P, oCy y und z genannt werden. 



In diesen Gleichungen ist y = — x^ z =■ j/«*— a;*, also ds 



a 



— x-r ^ da\ Daraus erffiebt sich leicht 

S=ab. 
Femer, unter Anwendung der Substitution 

X 



a 



== cosu 



) 



Sodann folgt 5i7 = — 5J, also 

2« 

Endlich 

Die gesuchten Schwerpunktscoordinaten sind mithin 

Aufgabe 70. Die Wölblinie CNA des Gewölbes CNADPC 
(Fig. 9) ist eine gemeine Kettenlinie , deren Scheitel in C liegt. Ge- 
geben sind die Dimensionen OA = a, AD =ft, 00=^0 und der Para- 
meter k , welcher mit a und c bekanntlich durch die Gleichimg c + /: 

= — l ek-{-e k\ zusammenhängt. Es sollen die Coordinaten J, ij 

und J, ^a, fja und J« der Schwerpunkte der Gewölbflächen CNP und 
CAD berechnet werden. 
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Lösung. Bezeichnet man den Inhalt der Fläche CN P mit S, 
die Xiänge des Bogens CN mit $ , die Coordinaten von P mit x^ y und 

z, so sind 5, ij und f, weil y = — a:, 2 = (c+A:) ( ek-^e k\ 

ist, durch die Gleichungen 



^=^ja:^e*+e "^jc/ar, 







^S=— ya:«(^^+^""^)rf^, 












bestimmt. Aus denselben folgt zunächst 



5 = ;— larf ei— e-k^ — kl ek +e^k\ + 2k L 

5i?= — ^ 1 La;« + 2 Ä* j f er — e~ * j — 2 ^ a: f e fc + e~ ^ H 
S l=^—\ kU+ k\\x (ek -- e~ln —kiek + e~ kj + 

HiefftLr kann man besser schreiben , wenn man beachtet , dass 

)t / £ _ £\ 
$= — \ ßk — e Ä j ist und dies sich leicht construiren lässt (vergl. 

Aii%. 51), 

/S = -T- sx — k{c — 2) L 

S I =— [(o;« + 2k^)s — 2 kx (c4- ^ — 2)] , 
Sri=—i K^ + 21^) s — 2 kx {c + k — z)\, 

Fuhrmann, Aufgraben z. anal. Mechanik. A 
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Hieraus folgen |, tf und f sogleich durch Division. 

Nimmt man a; =? a , 2 = und versteht unter s « die Länge des 
Bogens CNA, unter Sa den Inhalt der Fläche CAD, so gehen die 
vorigen Gleichungen in 

Sa = — {a S a — fc C) = b (s a — -^\ 

u. s. w. über , aus denen dann wiederum die Schwerpunktscoordinaten 
kaj yja und ^a durch Division sich ergeben. 

E. Bestimmung des Schwerpunktes von 

Umdrehungsflächen. 

Aufgabe 71. Eine Curve DF, deren Gleichung z = f{x) ist, 
dreht sich um die a:- Achse eines rechtwinMigen Systems, bis sie aus 

Fig. 10. der ä: 2 - Ebene in die a:y- Ebene 

gelangt. Man verlangt die 
Coordinaten |, ri und J des 
Schwerpunktes von dem da- 
durch entstandenen Quadran- 
ten der Umdrehungsfläche, 
wenn diese von Lq = Xq bis 
OLi=Xi gerechnet wird. 

Lösung. Es sei LMN 
ein senkrechter Querschnitt an 
beliebiger Stelle , L = x, 
LN = Zy EN = s. Denkt man 
sich dann die Fläche in unendlich schmale Streifen von der Breite ds 
zerlegt, so ist | durch die Gleichung . - 




^^-iß/MW'- 



Xq 



bestimmt , weil S den Werth 



=Ty-/'+c-:)'- 



«0 



hat. 
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Femer erhält man 9; und {;, welche offenbar einander gleich sein 
müssen, aus der Bemerkung , dass der Schwerpunkt Q des Querschnittes 
IMIf^ als derjenige eines Ejreisbogens , so liegen muss , dass sich 

LQ i LP=^}me MN '.Bogen M PN 
verhält. Es ergiebt sich nämlich hieraus die Gleichung 

Aufgabe 72. Es sollen die Schwerpunktscoordinaten g , ri und f 
der Fläche AD FC (Fig. 10) bestimmt werden, unter der Voraussetzung, 
dass dicTotirende Curve Z>jFdie gemeine Kettenlinie 

ist. 

Lösung. Wird mit S der Inhalt der Fläche AD FC, mit s die 
liänge des Kettenlinienbogens DF, mit x die von OZ, bezeichn^et, 
so hat man 

.r 

Sc=z— k 11 ek +6' k\ dx, 

0* 

X 

Sl^ — klxiek-^-^ ~k\ dx, 


X 

/*/ X x\^ 

Sfi = Si=^k'' I lek+e~k) dx. 


Hieraus ergiebt sich leicht 

Beachtet man, dass 5 = — lek •^e-T) und dass sich dies leicht 

construirenlässt (vergl. Aufg.51), so wird man hierfür besser schreiben 

S=^7i{sz'\-kx), 
5S = |w(2sa:2 + A:(j?' — 5«)), 
Sri^St^sil^s' + k'). 

4* 
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Mithin sind die zu berechnenden Schwerpunktscoordinaten 

2SXZ+ k{x^ — «*) 

^■~ 2{sz + kx) ' 

^ ^ ^n{sz+kxy 
Aufgabe 73. Um die z - Achse eines rechtwinkligen Coordinaten- 

Systems dreht sich die gemeine Kettenlinie z = — (eit+e'Fj ein 

volles Mal. Wo liegt der Schwerpunkt des dadurch erzeugten Ketten- 
conoids? 

Lösung. Da die Fläche symmetrisch zur 2 -Achse ist, so muss 
der Schwerpunkt offenbar auf dieser liegen. Für seinen Abstand S 
vom Coordinatenanfange hat man, wenn mit S die Oberfläche des Co- 
noids bezeichnet wird und unbestimmte Integration zur Anwendung 
kommt, 

Da für a: = auch iS = sein muss , so ergiebt sich 

kTt(k^\ 
ConsU = — ( — I , 
2 \2y' 

mithin 

oder besser, wenn unter s der Kettenlinienbogen verstanden wird, 

Sl=^—\2sxz--k{f-c(?')\ 

Für den Inhalt der Umdrehungsfläche findet man leicht 

S=^1n\^x — k(z — A)], 



also ist 



, , 1s xz — k (s' — a:*) 

^""* sx — k{z^k) 



der Abstand des Schwerpunktes vom Coordinatenanfange. 

Aufgabe 74. Eine in der a:y- Ebene eines rechtwinkligen Coor- 
cTinatensystems gezeichnete Curve von de Gleichung y= f (a) dreht 
sich um die a: -Achse um einen Winkel a. Es sollen die Coordinaten 
des Schwerpunktes der hierdurch erzeugten Rotationsfläche berechnet 
werden, unter der Voraussetzung , dass die Curve von der Abscisse 
x^ bis zur Abscisse Xy gerechnet wird. 
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Lösung. Man denke sicli an der Stelle x einen Querschnitt parallel 
zur yz -Ebene und an der Stelle x-j-dx noch einen. Zwischen den- 
selben liegt dann ein FlSchenelement dS^ dessen Inhalt 



1) äS=.yyi + (2Jä. 



ist; der Schwerpunkt desselben möge Q heissen; seine drei Coordinaten 
QQ\ 00" luid Q(/'\ Dann hat man zur Bestimmung von $, i^ und ^ 
die Gleichungen 

St= CQQ-".dS, 
Sri= Co&'.dS, 

* = *! 

St^ CoQ'.dS. 

Hierin ist dS nach Gleichung 1) bekannt. QQ'" ist der Abscisse x 
gleich. Für QQ'' und QQ' findet man leicht 

2stn^ — 

öö'= — y, QQ= y, 

a a 

wenn man den bekannten Satz fUr die Lage des Schwerpunktes eines 

Kreisbogens zur Anwendung bringt. (Aufg. 50). 

Es ist daher 

Xf 

Äf|=:a Cxy/l+pdx, 

XQ 

'1 



Sfj = sin a Cy^ j/l + y' dx , 



xo 



X 

St=2sin'-^Jy^yV+7'dx, 



also Si=:ian — . Sfi, 



'o 



Da zu diesen Gleichungen noch die aus 1) folgende 

S = « fyl/i+y^dx 



*0 



tritt, so sind hiermit die gesuchten Schwerpunktscoordinaten vollstän- 
dig bestimmt. 
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Aufgabe 76. Wo liegt der Schwerpunkt eines halben Kuge 
zweiecks, dessen Seiten zwei Meridiane sind, dessen Winkel o ui 
dessen Kugelradius a ist? Wo liegt der des Octanten der Eugelflfich< 

Lösung. Legt man das Coordinatensystem so, dass die zu d< 
Seiten des Zweiecks gehörige Eugelachse die x -Achse ist, der' Eug< 
mittelpunkt der Anfangspunkt der Abscissen, die Ebene der ein* 
Zweiecksseite die a;y- Ebene , so hat man zur Bestimmung der auf di 
ses System bezogenen Schwerpunktscoordinaten (nach Anleitung d 
Lösung der vorigen Aufgabe) die Gleichungen 

a 

S| = « jxya* - *« . y^^^ d.v, 



Sfi = sma I (a* — J?*) : d jr , 

'^ 



S = 



a 

a § l/a' — a?' — dx. 



Dieselben vereinfachen sich sogleich bedeutend und liefern , nach Ai 
fUhnmg der Integrationen , 

5S = ia'a, Sfi = i7ta'sina, Si=:^na^ sin* —, S=a»«, 

welches letztere Resultat auch aus der elementaren Geometrie seh' 
bekannt ist. 

Man hat daher 

• 2 « 
sinr — 

6 = 4«» V^i^f^ > ? = A^« 



a - - a ' 



als Coordinaten des gesuchten Schwerpunktes. 

Für den Octanten der Kugelfläche ergiebt sich hieraus 

F, Bestimmung des Schwerpunktes beliebiger Fläche 

Aufgabe 76. In der a;y- Ebene eines rechtwinkligen Systei 
sind zwei Curven N^IU^Ni und N^M^ ^, gegeben, welche die Gleichu 



von Linien, Flächen und Kfirpem. 55 

gen R) = /ö(*) und y,^/',(a.) haben. Sie werden von der Absdsse 
Oio=a-g big zur Abs- f'g- U- 

dssa OL,=Xi gerech- 
net. Eb Bollen die Coor- 
dinaten £, q mtd £ des 
SehireTpuiiktesTon dem- 
jniigenTlieile derbomo- 
geiien Fläche z=f{x,g) 
bestimmt werden, wel- 
cher senkrecht aber dem 
Gnindriase N^ M^ N, », 
liegi 

Lösung. Bezeich- * 

net man die Coordinateu 
OL, LP', PP eines be- 
liebigen FlSchenpunktes 

fmitar, y, 2 und den Inhalt des über NgAfgN,M, liegenden Flächen- 
tbeils mit S, so hat man ^, ij und £ durch die Gleichungen 



1) 

2) 


Sl= f Cltxdxdy, 
S,= 1'' fR,dxdy. 


3) ■ 




4) 


S^j'jRdxdy, . 


denen zui 


■ Abkürzung "' "* 


5) 


j/MlifAPJ- 



gesetzt ist. Es ergeben sich diese Gleichungen leicht aus Fig. 11, 
wenn man sich die Fläche in Elemente von zwei unendlich kleinen Di- 
meimonen zerlegt denkt und beachtet, dass der Winl^el v zwischen 
Fllchennormale und z- Achse durch 



y'^Qu-m 
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Aufgabe 77. Aus den Resultaten der vorhergehenden Aufgabe 
sollen die allgemeinen Formeln zur Bestimmung des Schwerpunktes 
Ton I. ebenen Flächen , 11. Cylinderflächen hergeleitet werden ;^ femer 
nL die fdr den Schwerpunkt des Quadranten derjenigen Botationsfläche, 
welche durch Drehung der Curve t/x =^ f{^)} um die a:- Achse, entsteht. 

Lösung. I. Nimmt man (Jie Ebene der Fläche als a:^-Eb.ene, 
80 ist z -= und Ä = 1. Setzt man dies in die Gleichungen 1) bis 4) 
der vorhergehenden Aufgabe ein und flihrt die Integration in Bezug 
auf y aus , so ergeben sich 






X 


X 



Syi = \((y,'-v^doo, 



X 


• 1 



s=j {Vi-y^dx 



X 





als allgemeine Formeln für die Schwerpunktsbestimmung. Dies sind 
dieselben Resultate wie in der Lösung der Aufgabe 60. 

n. Liegt die Cylinderfläche parallel zur y- Achse, so ist z eine 
Function von x allein, nicht auch von y. In Folge dessen gehen die 
Gleichungen 1) bis 4) der vorigen Aufgabe in 

Xi 



X 



X 



Sn=^Jw- Vo) /i + «'' »^^ 



Xq 

X 



«5= r« (»I -yo) j/i+z'dx, 



X 





S = hi - Vo) /H^ dx, 



X 




über , was mit Aufgabe 68 übereinstimmt. 

TTT - Da die Gleichung der vorgeschriebenenen XJmdrehungsfl&che 
y^* = y» + z* ist, so hat man 

^ g _ yi y / —— l-J' 

da: /^TITp' dy j/^^^'' 
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mithiii: 

R 



Wird dies in die Gleichungen 1) bis 4) der vorigen Aufgabe ein- 
gesetzt , so ergiebt sich 

X y 



X 



*4 ^»1 



Sl^J Jyi/l+^'dxdy, 



X 





*1 ^»1 



'-/ß'/W^'"- 



Xq 

Beachtet man hier, dass yi und y,' Functionen von x allein, nicht auch 
von y, sind , so ergeben sich aus diesen Gleichungen die einfacheren 

X. 



TT /» ' 

^^=YJ ^yil/i + yt^dx., 



*0 

X 



Sf, = St = Jy,^yi+y;*dx, 



X 


*1 



s=Y A. yi+9i-*dx., 



X 




welche mit den unter Aufgabe 71 gefundenen Jibereinstimmen, wenn 
man z statt ^j schreibt. 

Aufgabe 78. Bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system ist ein Kugeloctant gegeben , dessen Badius a ist und dessen 
Kugelmittelpunkt mit dem Anfange der Coordinaten zusammenfällt. 
In der xy- Ebene befindet sich ein Halbkreis über der x- Achse, wel- 
cher den Halbmesser ^a hat und von der ^- Achse berührt wird. Man 
soll die Schwerpunktscoordinaten §, rj und J desjenigen Theiles der 
Eugelfläche berechnen, der vertical über dem genannten Halbkreise 
liegt. 

Lösung.. Die gesuchten Coordinaten ^, ij und J sind hier durch 
die Gleichungen 
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S^z=: I I xRdxdy, 



'//'" 



yx{a — af) 

Sn= f f y Rifip dtj, 

Ü 

a yx{a—a) 

5f= /* CzRdxdy, 



-ff"' 



. 

a yx(a — X) 

5= f Cndxdy, 



bestimmt , in denen R dieselbe Bedeutung hat , wie in der Auflösung 
der Aufgabe 76. 

Da nun z = Ya^—x^ — y*, ?ilso 

R= " 



ist , so hat man 

,^yx{a^x) 



ü ya^—x^—y^ 



Hieraus folgt, nach Ausftlhrung der Integrationen, 

(also der hübsche Satz, dass der Kugeloctant vermindert um die in 
Betracht gezogene Fläche dem Quadrate des Kugelradius gleich ist.) 
Ferner hat man 

a f^x{a—x) 

Kehrt maq hier die Integrationsordnung \uu, so geht diese Gleichung 
über in 



Äg = a I dy 




a 
2 



woraus sich schliesslich 

2) Si = ia 

ergiebt. 



I xdx' 
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. Eben so hat man _^ 



Sf,=a Cdx f y^y_ 



und hieraus 



3) .,.(i-,).. = ^'-'^. 



Endlich 





das ist 

4) St==i7ca\ 

Aus den Gleichungen 1) bis 4) folgen nun die gesuchten Schwer- 
punktscoordinaten zu 

^^äö^^^)"' ''=?(ii^"' ^^Jö^^i)"- 

Aufgabe 79. In der a?y- Ebene eines rechtwinkligen Coordina- 
tensystems, ist ein Ellipsenquadrant aus den Halbachsen a und b so 
construirt, dass die letzteren mit der a:- und y- Achse zusammenfallen, 
lieber demselben steht ein elliptisches Paraboloid, dessen Glei- 
chung 

2a * 2b 
ist. Man sucht die Schwerpunktscoordinaten J , ri und f von demjeni- 
gen Theile dieser Fläche, welcher über jenem Ellipsenquadranten liegt. 

Lösung. In den allgemeinen Gleichungen 1) bis 4) der Auf- 
gabe 76 , welche zur Schwerpunktsbestimmung der allgemeinen Fläche 
zz=f{xy y) dienen , ist hier 



2a^2b' 



also 



''=^-+&J+(K)V.^#+|; 



dieselben lauten daher 



^y^-^^ 



s= I Ij/^+^+y'^'^^ 



I 
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5-'?- I I yj/l + ^ + ^dxdg, 




y^-% 



s?= / / *^^+-^+-F ''"'''*• 



Schafft man in der ersten dieser vier Gleichungen die elliptischen 

Grenzen mittelst der Substitutionen 

x = üQ cos , fj = bQSind 

weg , so ergiebt sich sehr leicht 

5 = ^7ta&(2/2" — l). 

Unter Benutzung derselben Substitutionen liefert die zweite 

Gleichung 

1 

S^ = aH Cq^j/T+J'^QI 



dies giebt, bei Anwendung einer bekannten Eeductionsformel , 

S^ = i-a'h[Zj/J-l{\+j/J)]. 
Auf dieselbe Weise folgt aus der dritten der obigen vier Glei- 
chungen 



Sri=r=zab' Cq^j/i + q'^^' 



das ist so viel wie 

a 
mithin _ _ 

Endlich erhält man aus der vierten der genannten Gleichungen 
Daher sind 
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3«(3/7-/jI+/2]) ^ 
4jr(2 y-Z —1) 

36(3/7-/[ l+yI]) 
4n{2y2 —1) 



J 



10 (2]/ 2 —1) 
die verlangten Schwerpunktscoordinaten. 



61 



Gr. Bestimmung des Schwerpunktes cylindrisch 

begrenzter Körper. 

Aufgabe 80. Ueber den Curven Jq Bq und ^^ ^^ (Fig. 12), welche 
die Gleichungen 

-0 = 9>o (^) ^^^ ^1 = ^i (^) 
haben, liegen zwei Cylinderflächen Fq und F, parallel zur y- Achse des 
rechtwinkligen Qpordinaten- 
systems. In der a;y- Ebene 
sind zyrei Linien T^M^T^ und 
Tq Ml Ti gezeichnet, welche 
von der Abscisse Xq bis zur 
Abscisse a*, gerechnet werden 
und die Gleichungen 

haben. Ueber denselben stehen 
Cylinderflächen parallel zur 
z - Achse. Man sucht die 
Schwerpunktscoordinaten ^, t^ 
und f für denjenigen homoge- 
nen Körper, welcher von den 
genannten vier Flächen begrenzt wird. 

Lösung. Denkt man sich den Körper in stabförmige Elemente, 
parallel zur z- Achse, zerlegt, bezeichnet sein Volumen mit V und die 
Ooordinaten eines beliebigen Punktes desselben mit o:, y, ?, so hat man 
zur Bestimmung der gesuchten Schwerpunktscoordinaten |, t] und J 
die Gleichungen 




^1= / j xiz^'-z^dxdy 
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^n= f fvi^x'-'^^dxdy, 






y^^if J\h'-Zo')dxdy, 



*o yo 



r= / j {^x — z^dxdy. 



Da nun z, und z^ nicht von y , sondern nur von a-, abhängen , so lässt 
sich die Integration in Bezug auf y ausführen. Die Formeln lauten 
also einfache 



Xq 



X 



f'i = i r(y.-y«) (V-V) <**.' 



X 



v= r(yi-yo)(«i-^o)^^; 



'0 



zu denselben gelangt m^n noch schneller, wenn man von vom Herein, 
den Körper in Schichten parallel zur yz -Ebene, statt in stabformige 
Elemente, zerlegt. 

Aufgabe 81. Von dem Gewölbe CADO (Fig. 9), dessen Wölb- 
lifiie CNA eine gemeine Parabel ist, deren Scheitel in C liegt, sind die 
Dimensionen A=:a, JD = b, OC •-= h und der Parabelhalbpara- 
meter p gegeben. Man verlangt die Coordinaten |, ri und f des Gte- 
wölbkörpers CADO. 

Lösung. Werden die Coordinaten OL, LM und ilfP eines be- 
liebigen Punktes P der Wölblinie CFD mit a?, y, und z, bezeichnet, so 
sind 5, ri und f durch die Gleichungen 



a 



Fl=Jxy,z,dx, V7i^\Jy,^z,dx, Kf=4 fy,z,^dx, 
00 ü 

a 



bestimmt. 
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b w* 
Hierbei ist yi ^= — x^ t, = Ä . Daher ergiebt sich , bei 

Einsetzung dieser Werthe*sehr leicht 

^ P 

oder, weil Ä= — ist, 

2p ' 

V^iäbh. 
Ferner hat man 



f|=±P(ä-^)., 



und daraus 

, a*b 

oder, wemn man wieder h einführt, 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich 

endlich 

Die verlangten Schwerpunktscoordinaten sind mithin 

Aufgabe 82. Es sollen die Schwerpunktscoordinaten £, ^ und 
f des homogenen Gewölbkörpers CA DO = V (Fig. 9) bestimmt wer- 
den, dessen Wölblinie GN A eine gemeine Kettenlinie ist, deren Schei- 
tel in C liegt und deren Parameter k man kennt. Gegeben sind, ausser 
Ar, die Dimensionen OA=^a^ ADz=b, OC=h, also auch Ä + Ar, 
welches c heissen möge. 

Lösung. Bezeichnet man die Länge des Bogens C A^ welche 
sich bekanntlich sehr leicht construiren lässt (vergl. Aufgabe 51) mit 
s und beachtet, dass 

k / 1 _£\ , ^ / ^ . --\ 

— iek-~e A:l=5und — iek + e kj = c 

ist, so findet man 

y-=^^ha^c-^k{as^kk)^, 



V^=—\^a^C''k{a*s — 2k\aC''ks\)\y 
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' 2a " 

FJ = — IcCö^^c — 4Ä[2a5~Äc])-Ä(a[c5+a^]-4Ä[c*+a«--4Ä'])|. 

Aus diesen vier Gleichungen folgen die Schwerpunktscoordinaten ^ , t^ 
und f sogleich durch Division. 

Aufgabe 83. Ein gerades Prisma von der Höhe b hat ein recht- 
winkliges Dreieck zur Basis, dessen Katheten a und c sind. Die Dich- 
tigkeit des Körpers wächst proportional dem Abstände von derjenigen 
Seitenfläche , welche von den Kanten b und c gebildet wird und hat im 
Abstände 1 von derselben den Werth k. Es sollen die Coordinaten 
des Schwerpunktes des Prisma's berechnet werden. 

Lösung. Legt man das Coordinatensystem so, dass die Kante 
a mit der o:- Achse, die Kante b mit der y- Achse, c mit der £- Achse 
zusammenfällt und bezeichnet mit G das Gewicht des Körpers , mit | , 
ri und f, wie gewöhnlich, die Schwerpunktscoordinaten , so hat man 
zur Bestimmung von J die Gleichungen 

kbc f* 
Gä== I x^ (a — x)dx und 



kbc /» 
I = I x^ (rt — x)dx 





a 



kbc r , . , 
G = / X (a — x) dx, 



Aus denselben folgt 

G^ = ^^^kanc, 

G == ^ka^bc^ mithin 

Femer hat man , ohne Eechnung , 

ri = \b. 
Endlich erhält man J aus der Gleichung 

kbc 



^^ = -^f^''^''^'^^'' 





Dieselbe liefert 

Gi = ^fka^bc'', 
daher ist 

das z des. Schwerpunktes. 
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H. Bestimmung des Schwerpunktes von Umdrehungs- 
körpern. 

Aufsabe 84. Die Curve BC (Fig. 10), deren Gleichung ii^^=f(x) 
gegeben ist und welche von der Ahscisse Lq^= a^^ bis zur Abscisse 
L, =0^ gerechnet wird , erzeugt einen Rotationakcirperquadranten, 
indem sie sich um die .r- Achse dreht. Welches sind die Coordinaten 
I, iy und f des Schwerpunktes dieses Kiirpers? 

Lösung. Denkt man sich das Volumen F in stabf()rmige Ele- 
mente, parallel zur 2 -Achse, zerlegt, und bezeichnet die Coordinaten 
eines beliebigen Oberflächenpunktes P mit x, tj, r, so hat man ^, t] und 
f zunächst durch die Gleichungen 



r| = r Cor /y,*-y^ (Ix (ly. 



% « 



fi ,1^ 



Vn=Vi=J jy}/y;^-filxdy, 



«0 



jVv^'-y'dx 



dy 



% « 



Dieselben gehen, da sich die Integration in Bezug auf // ausführen 
lässt , über in 



F|— 4 / xy^^ dx. 



\ 






TT ,^«1 



V = T / y,' 'I 



•• • 



Hieraus folgen J , rj und f durch Division. 

Aufgabe 85. Es soll , unter Anwendung rechtwinkliger Coor- 
dinaten , die Lage des Schwerpunktes von dem Volumen eines Kugel- 
oc tauten, dessen Radius a ist, berechnet werden. 

Lösung. Wird der Kugelmittelpunkt tfls Coordinatenanfang 
genommen und das Volumen des Octanten mit F bezeichnet, so sind 
die Schwerpimktscoordinaten ^ , rj und 5 durch die Gleichungen 

Fährmann, Aafgaltcn z. anal. Mechanik. r 
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a 



a 







bestimmt , in welchen bekanntlich 

6 

ist. Aus der ersten dieser Formeln ergiebt sich sogleich 

16 ' 

die zweite derselben liefert , unter Benutzung bekannter Reductions- 
formeln , 

' ^ 16 

Die Coordinaten des Schwerpunktes sind daher 

Aufgabe 86. Ein homogener Körper ist aus einer Halbkugel 
und einem geraden Kreiskegel so zusammengesetzt, dass die Basis der 
Halbkugel in der ihr congruenten des Kegels liegt. Der Kugelradius 
ist c , die Kegelhöhe a. Man soll I. bestimmen , wo der Schwerpunkt 
dieses Körpers liegt , II. wie sich Kegelhöhe und Kugelradius verhal- 
ten müssen, wenn immer Gleichgewicht stattfinden soll, mit welchem 
Punkte der Halbkugelfläche man den Körper auch auf eine horizon- 
tale Ebene aufsetzen mag. 

Lösung. I. Der Schwerpunkt liegt natürlich auf der Symmetrie- 
achse. Nimmt man diese als ar- Achse und den Mittelpunkt der Kegel- 
basis als Ooordinatenanfang , so enthält die Momentegleichung 



\^c' 



(^-f-2(.')| = — 5- 1 {ji — xY xdx — 7c 1 (c* — x^)xdx 





die Bestimmung des Schwerpunktabstandes l von der Kegelgründfläehe. 
Dieselbe liefert 

^ 4(a + 2r)* 

was sowohl positiv, als auch negativ, sein kann. 

IL Soll der Körper immer im Gleichgewichte sein, mit welchem 
Tunkte der Kugeloberfläche man ihn auch aufsetzen mag, so muss 
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sein Schwerpunkt offenbar mit dem Eugelmittelponkte zusammenfallen ; 
es mnss also 

a=:cj/T 
sein, der Winkel, welchen die Kegelseite mit der Kegelbasis bildet, 
daher 60 Grad. 

Aufgabe 87. Es soll der Volumenschwerpunkt desjenigen Kör- 
pers bestimmt werden, welcher entsteht, wenn sich die Kettenlinie 

D F (Fig. 1 0) , deren Gleichung z=~lgA-4-e k\ ist, ein volles Mal 

um die d;- Achse dreht. 

Lösung. Da der Schwerpunkt auf der x - Achse liegt, so braucht 
nur sein | berechnet zu werden. 

Für dasselbe hat man 

X 

^\ "4 ^* / ^*( ^^ + ^~^) ^^ und 



Ü 

X 



Hieraus folgt, wenn man mit s die Länge desjenigen Kettenlinien- 
bogens bezeichnet, welcher zu der Ordinate z gehört, 

Vl = lnk {'Zsxz + k [x^—s'']) und 
V = \nk {s^z + k x). 
Der gesuchte Schwerpunktsabstand ist mithin 

- 2sxz-\- k[x'^ — .9*] 

^"^ 2{sz + kx) ' 
(Vergl. Aufgabe 72.) 

Aufgabe 88. Wie Aufgabe 87, ftur dreht sich die Kettenlinie 
um die z- Achse, statt um die :r -Achse. 

Lösung. Hier ist blos der Abstand f des Schwerpunktes von 
der a:y- Ebene zu berechnen. Da2u hat man 

X 

a?M e'k + e~kjl ek— e~k\äx. 

Dies liefert 

Viz=ljt{x^[lz^—k^]'-h's[2xz'-ks\), 

Ferner findet man leicht 

V^n(x'z — 2k[sx — k{z-k)])', 
also ist 



x^ (22* — A-«) — ks {2xz—ks) 
^"" * • x^Z'-2k\sx-'k(z-^)'r' 
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I. Bestimmung des Schwerpunkte^ beliebiger K 

cc) Parallelcoordinaten. 

Aufgabe 89. lieber den Curven T^M^T^ und f^^^i ^i (ß 
welche die Gleichungen 

haben und von der Abscisse Lq = x^ bis zu der Abscisse 
gerechnet werden, stehen Cylinderflächen parallel zur z- Achse 
selben werden von zwei Flächen Fq und F, durchschnitten, der« 
chungen ZQ=fQ{x,y)^ bezüglich ^i = /'i(^,y), sind. Es sol 
Schwerpunktscoordinaten f, rj und f desjenigen Körpers ei 
werden , welcher über dem Grundrisse 7^ Mq T, Mi liegt , von d 
chen Fq und Z', aber oben und unten begrenzt wird. Das Ge 
der Volumeneinheit des Körpers soll I. als veränderlich , II. i 
stant vorausgesetzt werden. 

Lösung. I. Wird das Gewicht des Körpers mit Phez^ 
so sind I , ri und J durch die vier Gleichungen 



P^= I I j pxdx dydz, 



\ % ^0 

^1 yi 51 



PV^ f f i pydxdy dz, 



\ y^ \ 



PI— I I j pz dx dy dz, 



^0 yo 



1- ,*• /«i 



P= I I I p dx dy dz 



bestimmt. 



^0 I 







II. Ist p constant, so gehen diese Gleichungen in 

XI yi 



r| = / / I X dx dy dz, 



^0 ^0 ^0 



1 I 1 
^V= I I f y dxdy dz, 



^0 y^ *o 



FJ== III z dx ny dz. 



*o yo 
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y=f f fdxdydz 



^0 



'• i über, in denen V selbstverständlich das Volumen des Körpers bedeu- 
tet. Hier ist die Integration in Bezug auf z ausführbar; die Gleichun- 
gen lauten daher einfacher 



I x{z^ — z^da:dy, 



'0 






^0 ^0 












'o ^0 



2* diesen Formeln gelangt man schneller, wenn man sich den homo- 
S^^en Körper von vorn herein in stabförmige Elemente zerlegt denkt. 

Aufgabe 90. Aus den vier letzten Gleichungen der Lösung der 
voirigen Aufgabe sollen die allgemeinen Formeln der Scliwerpunkts- 
"^stimmung fttr den Fall hergeleitet werden , dass F^ und F^ Cylinder- 
aächen sind, welche parallel zur |y- Achse liegen. 

Lösung. Unter Beachtung des Umstandes, dass z^ und z, in 
dem vorgeschriebenen Falle nur noch Functionen von x , nicht mehr 
solche von y, sind, ergeben sich sofort die vier Gleichungen, welche 
den Schluss der Lösung der Aufgabe 80 bilden. 

Aufgabe 91. Ein schiefabgeschnittenes, gerades, vier- 
seitiges Prisma hat als Grundfläche ein Rechteck ^ /?C/>, dessen 
Seiten AB^=^a und AD = b sind. Die drei Seitenkanten, welche in 
Ay 5 lind C senkrecht zur Grundfläche stehen, haben die Längen c, c,, 
Cj ; die vierte , durch dieselben bestimmte , ist gleich Cg. Man sucht die 
Lage des Schwerpunktes des Körpers. 

Lösung. Legt man das Coordinatensystem so, dass ^^ die 
a:- Achse, AD die y Achse und c die z- Achse ist, und bezeichnet mit 
V das Volumen des schiefabgeschnittenen Prisma's, mit a?, y, z die 
Coordinaten Aies beliebigen Punktes seiner Deckfläche , so hat man 
die Schwerpunktscoordinaten J , ij und J durch die Gleichungen 
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a a- X a — x ~y 





a a — X a — x — y 



p = k I r fix^+y^+z^) dx dy dz \ 



bestimmt; die erste derselben liefert 

die zweite ' 

was nach Aufgabe 6 bereits bekannt ist. Der Schwerpunkt liegt also 
in der Hohe 

ß) Polarcoordinaten. 
Aufgabe 94. Es sollen , mit Benutzung der unter Aufgabe 89 

• 

gefundenen Eesultate , die allgemeinen Formeln für die Schwerpunkts- 
bestimmung solcher Körper hergeleitet werden , welche auf Polarcoor- 
dinaten bezogen sind; und zwar I. für den Fall veränderlicher, II. für 
den constanter Dichtigkeit. 

Lösung. I. Bezeichnet man mit r den Eadiusvector eines belie- 
bigen Punktes P des Körpers, welchem die rechtwinkligen Coordinaten 
X , y und z zukommen , mit i/; den Winkel zwischen Leitstrahl und x - 
Achse, mit rv denjenigen, unter welchem die durch r und die. ar- Achse 
gelegte Ebene gegen die xp -Ebene geneigt ist, so gelten bekanntlich 
die Beziehungen 

o; = r cos i\>^ y =r sin i/; cos w , z = r sin (p sin m , 

■ 

» dx dy dz =ir^ sijiil^ d^l; dw dr. 

In Folge dessen lauten die allgemeinen Gleichungen zur Schwerpunkt» 
bestimmung (nach Aufgabe 89 I) 

P^= I I I pr^ cosi\) sini\) dw di\} dr 



,,«'i Ji>\ J'x 



= ^ / / l p r^ sin'lil) (Irv dil) dr^ 



% % '0 



7V| y^ JJ 

Pi?=/ / l pr^ sin^i\} C0S7V dru di\) dr^ 



»0 "^0 »"o 
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«•' ^♦^ ./t 



P J^= I I l pr^ sin* ijß sin w d n* d il/ tl i 



'0 MfQ f 



P= j j I p f*^ **'" ^ ''"* '' ^ dr ; 



in denselben haben P und p dieselbe Bedeutung wie in Aufgabe 89 ; 
die Integrationsgrenzen ergeben sich aus doi^Natur der Körperbegren- 
zungen. 

II. Wenn p constant ist , sind die Gleichungen einfacher 

/ / * 

V^=:^ I j (r,* — r^^*) cos t/; siti i(; (/ «r </ if; 

Vti=-^ j I (r,* — ;'j^*) Si/t* tlf nts /r dw dt\)^ 
V^z= j- / • 1 (r/ — r^) sin* 11} sinw dw d r^, 



V= \ t I (r,' — r„') sin tp d/v dip. 



^ ^0 

Aufgabe 95^ Ein homogener Kugelsector hat den Radius a 
und den Centriwinkel 2y. Man soll (unter Anwendung von Polar- 
coordinaten) die Lage seines Schwerpunktes ermitteln. 

Lösung. Der gesuchte Schwerpunkt liegt auf der Mittellinie 
des Seetors. Nimmt man diese als a- Achse und den Kugelmittel- 
punkt als Pol , so ist das ^ des Schwerpunktes durch die beiden Glei- 
chungen 

2ä y 

F| = J I j a* sin^ costp dw d'^j 



^27r 7 

V=i^ I I a^ sint\) dw d^) 

o' 
bestimmt; aus diesen folgt 
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mithin ist 

Für die Halbkugel z. B. hat man 

I = I "• 

Aufgabe 96. Die beiden Meridianebenen eines homogenen hal 
ben Kugelkeiles schliessen den Flächenwinkel y ein. Der Kugel 
radius ist gleich a. Es wird die Lage des Schwerpunktes gesucht. 

Lösung. Nimmt man die eine Meridianebene als irz- Ebene, di( 
mit der andern gebildete Durchschnittsgerade als a;- Achse, die Aequa 
torebene als ys -Ebene, so hat man die Bestimmung der Schwerpunkts 
coordinaten | , iy und J durch die vier Gleichungen 

n K 

V^= l I ja* cosilJ sin'ijj dw dtp, 

i ' 

n n 

,2 , 1 

Vri=^ ^ I f a* sin^ i^ cos w dw f/i/; , 
Vl=\ I I a* sifi'^ sinw dw d^jj f 



--y 






F=:^ / I a^ sinil) dw dii;. 



n_y e 

2 ' 

Diese liefern 

welches Letztere auch aus der elementaren Geometrie bekannt ist 
Man hat daher 



svi* ~ 



2 , 3 sin Y 



1=1«, , = |,a— _, J=-„« ^ 
Für den Kugeloctanten z. B. giebt dies 

Was mit der Lösung der Aufgabe 85 übereinstimmt. 



Capitel IV. 

Aufgabeii über das Gleichgewicht yon beliebigen Kräften 

an einem Systeme yon Punkten. 



Erklärung. Beliebig viele, an einem Punktesysteme beliebig 

wirkende Bjräffce Pij P2, P^j sind im Gleichgewichte , wenn sie 

dasselbe weder zu verschieben, noch zu drehen vermögen. Bezieht 
man das Punktesystem auf ein rechtwinkliges Cooidinatensystem, giebt 
jeden Punkt desselben durch sein a? , y , z und zerlegt jede der Kräfte 
in Componenten Z, 7, Z, parallel zu den Achsen, so sind die soeben 
genannten Gleichgewichtsbedingungen bekanntlich durch die Glei- 
chungen 

1) i:{x) = o, 

2) ^(J^)=-o, 

3) , -S(Z)=0, 

4) 2;(yZ-2Z) = o, 

5) 2:lzX—xZ) = 0, 

6) 2:{xY--yX) = 0, 

ausgedrückt. Dieselben sagen nämlich aus, dass weder eine Verschie- 
'^ung längs einer der Achsen, noch eine Drehung um eine derselben, 
stattfinden kann. 

Diese sechs „Gleichungen des Gleichgewichts", oder der 
Sinn derselben, bieten die Unterlagen zur Auflösung der Aufgaben des 
vierten Capitels. 

Ist das System, dessen Gleichgewicht untersucht Verden soll, 
nicht vollkommen frei, so sind eine oder mehrere der Gleichungen 1) 
"is 6) schon von selbst erfttUt. Kann z. B. keine Drehung stattfin- 
den, so braucht nur den Gleichungen 1) bis 3) genügt zu werden, weil 
4) bis 6) gar nicht mehr in Betracht kommen. 
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A. Aufgaben über die Standfähigkeit der Körp 

Aufgabe 97. Eine gerade Pyramide von der Höhe h h 
Quadrat als Basis , dessen ^eite ebenfalls gleich h ist. Ihre D 
keit ist proportional dem Quadrate des Abstandes vom Basis 
punkte; im Abstände 1 von demselben ist das Gewicht der Vo 
einheit gleich k. Die Pyramide steht auf einer horizontalen 
An ihrer Spitze greift eine Kraft P an und wirkt in einer Vcrtica 
die senkrecht auf der einen Basiskante steht, unter einem spitze] 
kel 90" — «gegen die Pyramidenhöhe. Ein Fortschieben, od€ 
drücken, wird als unmöglich vorausgesetzt. Welche Grösse m 
Kraft P haben, wenn ihrem Bestreben, die Pyramide umzul 
durch die Schwere der letzteren das Gleichgewicht gehalten ^ 
soll? Welchen Werth muss sie haben, wenn sie parallel zun 
zonte wirkend gedacht wird? 

Lösung. Man findet als Bedingung für das Gleichgewic 

leicht die Gleichung 

\ (2cosct — sina) P = ^C, 

in welcher G das Pyramidengewicht bedeutet. Dasselbe ist, na( 

gäbe 6, 

G = Vy kh\ 
Mithin hat man 

" 2 cos et — sin cc 
als Grösse der gesuchten Kraft. 

Zu demselben Resultate gelangt man auch, »'cnn man P 

Componenten Ü und V zerlegt, von denen die erste horizont 

zweite vertical wirkt. Es ist dann die Gleichung 

^ Fig. 13. die Gleichgewichtsbedingung. 

Ist Pin horizontaler Eich tu 
tig, so muss es gleich ^*^ k h^ sein 

Aufgabe 98. Ein Mauerkör 
der Länge c , dessen Volumenein] 
Gewicht^ hat, besitzt das Profil A 
(Fig. 13) und steht auf einer 
druckbaren Horizontalebene M 
-jj. welcher er unverschiebbar, wohl j 
D umkantbar, ist. 
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Es soll ermittelt yrerden , nach was fttr einer Curve A B gekrümmt 
seinniüss, wenn ftlr jeden Werth von x das Gewicht der Mauer einer 
parallel zu MN wirkenden constanten Kraft F, die den Körper umwer- 
fen will, das Gleichgewicht halten soll. 

Lösung. Aus der leicht aufzustellenden GleichgcwichtslxMÜn- 
gung (Momentegleichung) folgt ohne Schwierigkeit 

e «* — ij 
als Gleichung derjenigen Linie, nach welcher A B gekrümmt sein muss. 



Fig. 14. 



B. Aufgaben über das Gleichgewiclit biegsamer Fäden. 

«) Einfach gekrümmte Fäden. 

Aufgabe 99. Zwischen zwei festen Punkten A und B ist ein voll- 
kommen biegsamer, undelmbarer, homogener Faden, mit dem con- 
stanten Querschnitte 1 , aufgehangen. Seine Längeneinheit hat das 
Gewicht p. Nach welchem Gesetze sind in ihm die Spannungen ( 7") 
veränderlich und welche Form nimmt er im Gleichgewichtszustande 
an, wenn auf ihn nur seine eigene Schwere wirkt? 

Lösung. Bezeichnet man die Fadenlänge, welche zwischen zwei 
Punkten P und P, liegt (Fig. 14), 
deren Abscissen x und x+Jx 
sind, mit /Ss^ die in P nach der 
Tangentenrichtung abwärts wir- 
kende Spannung mit 7\ die in P, 
tangential aufwärts thätige mit 
T'\-Jl\ die zu P und P, gehö- 
renden Tangentenwinkel mit r 
und T+-^T, so sind die Bedin- 
gungen für das Gleichgewicht 
des Fadens durch die Gleichungen 

{T+ J T) cos {t + Jt)— T cosT = und 
{T+JT) sin (t + .:^t) — T sin x^p/ls = 

ausgedrückt. Dieselben sprechen bekanntlich aus , dass eine Verschie- 
bung in der Richtung der Coordinatenachsen nicht möglich ist. Als 
dritte Bedingung noch die einzuführen, dass auch Drehung unmög- 
lich sein muss , ist überflüssig ; thut man es , so erßihrt man durch die 
neu hinzutretende Gleichung 
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— X T sin T+y Tcosx 

+ {x+Jx)(T+JT)sin{z+/lT)--{y+Jy){T+JT)cos{x+J 

— {x-\'CtJx)pJs 
schliesslich nichts weiter, als 

tanx= -r-. 
dx 

dass also die Spannung in der Kichtung der Tangente wirken mi 

Aus den obigen zwei Gleichungen folgt 

^{Tcosr) 



Jx 



= und 



J(Tsinz) Js 
Jx ^ Jx' 

m 

oder beim Uebergange zur Grenze für verschwindende Jx^ 

. diTcosx) 

(Ix 

d{T sin t) d s 

dx dx 

Nach 1) hat man 

• 3) , Tcosx = Consl=C\ 

mithin den Satz : Die Horizontalspannung ist überall gleich gro 

Für den Scheitel der Fadencurve ist t = ; die daselbst 
sehende Spannung wird passend mit Tq bezeichnet; dann ist 

4) T,= C, . 

die Integrationsconstante bedeutet also mechanisch die Scheitelspai 

Aus '3) und 4) folgt weiter 

5) T=T^,sec.x, ^ 

d. h. die Spannungen wachsen vom Scheitel aus wie die goniometi 

Secanten der Tangentenwinkel. Im Scheitel herrscht die k 

Spannung. 

Zur Bestimmung der Curvengleichung hat man nach 5) un< 

diTAanx) ds 
— ^^ — =p — • 

dx dx 

daraus ergiebt sich 

x = kl{y+]/i+y^)+C,, 

d 11 
worin y so viel wie -— bedeutet und zur Abkürzung 

dx 

T 

6) ^ = )t 

P 

gesetzt ist. Denkt man sich das Coordinatensystem parallel z 
fUnglichen Lage bis in den Curvenscheitel verschoben, so hat m 
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x=zkl (/+ /r+7*) oder 



, 



=4C 



+« 






) + c,/ 



Hierbei ergiebt sicli der Werth der Constante C, zu — k. Die Glei- 
chung wird daher einfacher, wenn man die a:- Achse nicht in den Schei- 
tel, sondern um die Strecke k tiefer legt ; sie lautet dann , 



7) 



-4( 



X 



e* -^-e 



k 



)■ 



Dies ist die eleganteste Form, in welcher man die Gleichung der 
vorliegenden Fadencurve (die bekanntlich gemeine Eettenlinie 
oder S^eilcurve genannt wird) zu geben vermag. In derselben be- 
deutet der Parameter k geometrisch den Abstand des Scheitels vom 
Coordinatenanfange, mechanisch, nach Gleichung 6), das Verhältniss 
der Scheitelspannuri^ zum Gewichte der Längeneinheit. Wie dieser 
Parameter aus verschiedenen gegebenen Bestimmungsstücken gefun- 
den werden kann , lehrt die Auflösung der folgenden Aufgabe. 

Aufgabe 100. Der Parameter k der gemeinen Kettenlinie 



*\ 



y=— 1 e * + e * ) (siehe vorige Au%.) soll bestimmt werden ci) aus 

der Kettenlänge ACB = 2s und der Einsenkungstiefe (dem Pfeile) 
.DC=zi' ß) aus s und der Ordinate 
EB=:b; y) ans s und dem Aufhän- 
gungswinkel a (d. i. der Winkel , wel- 
chen die Tangente in B mit der x - Achse, 
bildet); ö) aus « und der Spannweite 
i/? = 2a; i) aus dieser Spannweite 
und dem Pfeile /; J) aus der gegen- 
seitigen Lage zweier Punkte P und P,, 
welche durch die Strecken PQ =m^ 
OPy = n gegeben ist, und aus der zwi- 
schen beiden liegenden Kettenlänge L. 

Lösung, a) Zwischen 5, t und k besteht die Beziehung 

s^ = {t + ky — k^ = ^ + 2 Ik] 
es ist also 

Was sich sehr leicht construiren lässt. 

Statt auf diese kann man auch auf folgende Weise verfahren : Wird 
die Scheiteltangente als a; -Achse genommen, so ibt 
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y ^=h {secx—\) und s = kian,x ; 
mithin 

t sec a — 1 a 

s lana 2 ' 

Hiermit hat man a und dann auch /<:, weil 

k=: scotct, 
ß) Durch s und b ausgedrückt ist 

2) k^yW^'' 

y) Wie oben hat man k = scota, 
S) I. Zwischen a , k und s besteht die Gleichung 



-\{e^-e-^)- 



a 
Setzt man zur Abkürzung — = ?/ , also 

k • 

3) ■ Ä = A 

n 
so ist s= — (e^ — ß-"") oder 

4) ♦' =-. 
^ 2m a 

Zur Auflösung dieser transcendenten Gleichung benutzt man 1 

<?" — ß ~ 
die für die laufenden Werthe von u die zugehörigen von . 

halten. Ist « bestimmt, so hat man auch Ar. 

II. Statt dieser Tabellen kann man auch solche anwendei 

man bei Einftlhrung eines Hilfswinkels erhält. Wird nämlich 

/>« /? — « 

5) —=.colQ 

2 

gesetzt j wo also das Complement des Aufhängewinkels bedeut 

folgt 





also 


e« — coi — 

2 


6) 


, 
u=zl coi — : 
2 ' 


mithin geht 4) über hi 






n , ^ 

tan ü , l coi — — — . 
2 s 



Berechnet man nun für die laufenden Werthe von die von irtfi . / 
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und seht in die dadurch erhaltenen Tafeln mit dem gegebenen -^ ein, 

a 

so findet man das zugehörige Q. Dann hat man u nach 6) , oder, wenn 

man lieber gemeine Logarithmen benutzen will , 

1 e 9 

u = log cot — = 2,302 . . log cot — . 

löge ^ 2 ' ^2 

Damit ist auch k bekannt.. 

UI. Wenn man keine solchen Tabellen , wie die unter I) und 11) 
besprochenen, besitzt, oder berechnen will, so kann man die Gleichung 
4) näherungsweise durch Anwendung der bekannten Reihe 

2 1 ^1.2.3^1.2.3.4.5^ * 

die bekanntlich ftir jedes endliche u gilt , auflösen. 

IV. Statt dieser arithmetischen Auflösungen kann man auch eine 
geometrische anwenden, indem man die Curve v = e^ — e?"" und die 

Gerade v = 2 — u zeichnet, wobei man den Durchschnittspunkt beider 

erhält. Der Werth der Abscisse desselben ist dasjenige w, welches 
der Gleichuiig 4) genügt. 

f) I. Als^Beziehung zwischen a , k und / hat man 



k / 2. -2\ 



Setzt man also nach und nach «==0,01 /r, 0,02 A-, 0,03 Ar,. . . . A„Ar, so er- 
hält man die zugehörigen / nach dieser Formel zu |li,A:, |li, Ar, fij/r, ., . 

fn^; femer die Quotienten — zu v, , Vj, V3, v„. Stellt man diese 

Werthe zu einer' Tabelle zusammen , so kann man aus dieser f(ir jedes 

gegebene — =: V« die Werthe rt = il„A: und t=Unk entnehmen, hat 
a ' 

öiithin 

Ä = — , oder k = — . 

II. Die Herstellung solcher Tafeln zur Bestimmung von k aus a 
und / kann man auch noch auf andere Weise vornehmen. Es ist nämlich 

/ = Ä(seca — 1) und 

a = kllan |45^+-— Y 
Man hat also 

Fuhrmann, Aufgaben z. anal. Mechanik. i* 
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2 svv — 
t srca — I 2 



Nach dieser Gleichung , welche sich leicht logarithmisch behandeln, 
lässt, kann man eine Tabelle berechnen, die für a= l^, 2", 3°, 

t 

die Beträfire von — ^ enthält. Geht man in diese mit: 



cos 



altaftUb^+-^j 



t 
dem' gegebenen Werthe von — ein, so findet man den zugehörigen 

von ct. Dann hat man auch A-, weil 

/ i cos a 

k = 



seca — l ^ . 2 « 
2 st fr 



2 
ist, was wiederum leicht logarithmisch berechnet werden kann. 

J) Wird der Bogen C P mit s bezeichnet , so folgt aus den bekann. 



ten Gleichungen 



fiir'^den Punkt P 



k ( '\ ^ -A ^ k ( 1 -^W 



r 



y-\'S = ke^ y y — s=ke, ^' ; 
eben so für P^ 

{!l + iv) + {s-^L) = ke * ,(y+„)_(.,-+/,) = /,e * . 
Hieraus ergiebt sich 



m m \ /' 



oder , wenn man zur Abkürzung -— = z setzt , 

k 



m z \ ) 



Aus dieser Gleichung kann man z auf ähnliche Weise herleiten wie n 
unter d) aus der dortigen Formel \) gefunden worden ist. Hat man 



aber z , so hat man auch k , weil k = — . 

z 



Aufgabe 101. Für die in Aufgabe 99 und 1 00 behandelte ge- 
meine Kettenlinie soll Folgendes untersucht werden: I. Die Beziehung 
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der Spannung T zur Ordinate y ; II. desgleichen die zur Normale N 
imd zum KrQmmungsradius p; III) die zur Scheitel Spannung 7',, und 
dem Gewichte des vom Scheitel an gerechneten Bogens; IV. die Be- 
ziehung dieses Bogengewichts zur Verticalcomponente V der Spannung 
T\ V. die zwischen 7, T^ und F; endlich VI, die, in welcher die Seiten 
fi(? und HF (Fig. 15) des Dreiecks IIGF zu den in P' und /*" herr- 
schenden Spannungen stehen, wenn //G die Tangentenrichtung für /*', 
HF^e für P" und wenn C^F parallel zur ^- Achse, also in der Rich- 
tung der Schwere ; genommen ist. 

Lösung. Man gelangt leicht zu folgenden Resultaten : 
I.^Die Spannung ist gleich dem> Gewichte eines der Ordinate glei- 
chen Curvenbogens (r=py); oder: die Spannungen sind d^^n Ordina- 
len proportional. 

IL Sie verhalten sich auch wie die Quadratwurzeln der Normalen, 

oder der Krümmungsradien . ( 7 = /> j/k N\ T=p j/k q,) 

m. Das Quadrat der Spannung in irgend einem Punkte, vermin- 
dert um das der Scheitelspannung, ist gleich dem Quadrate des Ge- 
wichtes des zwischen dem Scheitel und jenem Punkte gelegenen Bogens. 

IV. Die Verticalcomponente ist gleich dem Gewichte des vom 
Scheitel an gerechneten Kettenlinienbogens. ( F = p 5.) 

V. Das Quadrat der Spannung in irgend einem Punkte, vermin- 
dert um das der Scheitelspannung , ist gleich dem Quadrate der zu dem 
Punkte gehörenden Verticalspannung. (7"^ — 7'^* = F'.) 

VI. Die Dreiecksseiten HG und ^F verhalten sich wie die in den 
Punkten P' und I^' herrschenden Spannungen. 

Aufgabe 102. Zwischen zwei festen Punkten A und ß (Fig. 1 6) 

hängt ein vollkommen biegsames, 

undehnbares Seil (oder eine Kette), 

deren Längeneinheit das constante 

Gewicht p hat. Jede horizontale ^A - 

Längeneinheit desselben trägt \ 
ausserdem noch die Last P, Es \ 
soll ermittelt werden, nach wel- 
chem Gesetze die Spannungen in 
diesem Seile veränderlich sind und 
welche Gestaltes im Gleichgewichts- 
zustande annimmt. 

Lösung. Die Gleichgewichtsbedingungen sind (vergl. Aufg. 90) 
fiir ein endliches Bogenstück As 

6* 



Fig. 16 

lY 



Wi 
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{T+^T) cos (t+^t) — TcosT=Ovinä 
(T+JT) sin (r + -^t) — Tsiti r-^pjs— />^a? =0; 
mithin fUr ein unendlich kleines 

d{Tcost) = und 
d ( Tsin t) = p <f s + Pdx» 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt (wie in Aufg. 99) 

1) T^T^secr 

(wo Tfl wieder die Scheitelspannung bedeutet) , als Gesetz für die Ver- 
änderlichkeit der Spannungen 

Zur Herleitung der Gleichung der Seilform hat man hiemach 

d {TqSCC T sin t) = p d s + Pdor ; 
daraus ergiebt sich 

2) To r ; — ^ =:x + Consf. 

Die Substitution ^1 + y'* — yz=Uj welche man gewöhnlich anwendet 

um eine Wurzel von der Form j/\+y* wegzuschaflfen , ist hier nicht 
brauchbar. Man muss vielmehr seine Zuflucht zu Näherungsreclinun- 
gen nehmen. 

I. Setzt man j^'* = , was freilich nur bei sehr flacher Spannung 
zulässig ist, so wird 2) zu 

Es folgt also 

T 

y =^, 



p+p 

wobei keine Constante hinzuzufügen ist , weil fttr or = auch y' = 

T 

sein muss. Bezeichnet man zur Abkürzung - ° mit k und beachtet, 

P+p 

dass X und y gleichzeitig zu Null werden , so liefert die soeben erhal- 
tene Gleichung: 

d. h. die Ourve ist dann eine gemeine Parabel mit dem Halbpara- 

T 

meter k = - * . • 

P+p 

II. Man kann ferner 



vM .\/liiA .Im< '/) j/l+y^ = m + ny 

setzen, (wobei m und n Coefficienten nach Poncelet). Dann folgt aus 2) 

^=0 
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T 

-^ / (P+mp + w».v') = T+Const. 

Die Constante bestimmt sicli hier aus der Bedingung , dass für x = 
auch y=0 sein muss ; dies eingeführt und zur Abkürzung 

P+mp = A, 

np=s B und 

T 

np 
gesetzt, giebt 

A X 



2^= -^{^^^ "^^j "^ Consl. 



Da X und y gleichzeitig in Null übergehen , so hat die Constanto den 
Werth ^ * 5 mithin ist 



4J y = — r Äß*— a:— xj 



die Gleichung der Seilform. 

in. Auf eine diij;te Weise kann man in 2) die Wurzel loswerden, 
wenn man näherungsweise 

setzt. Dann ergiebt sich 

. . T, ß . 



arc tan — y =a?+ Const,, 



aß a 

wo zur Abkürzimg 

P+p mit a* und 

^mit/J« 

bezeichnet worden ist. Da nun x und y gleichzeitig zu Null werden 
müssen , so ist die Constante =? und man erhält 

(wohinzu ebenfalls keine Constante zu fügen ist) als eine dritte Näherungs- 
gleichung der Curve. 

Aufgabe 103. Ein vollkommen biegsamer, undehnbarer, homo- 
gener Faden von veränderlichem Querschnitte unterliegt nur der eig- 
nen Schwere und ist zwischen zwei festen Punkten A und B (Fig. 16) 
aufgehangen. Die Einsenkungstiefe CO=:by die Spannweite AB = 2a,y 
das Fadengewicht 2 G und das Gewicht y der Volumeneinheit sind ge- 
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geben. Der Faden soll überall gleich stark gespannt sein , d. h. es soll 



T , T . 

— immer denselben Werth haben wie — ^, wenn T die Spannung und 

q den Querschnitt an irgend einer Stelle bezeichnen, T^^ und f/^ aber 
diese Grössen für den Scheitel bedeuten. Man sucht für diese gl eich - 
gespannte Seilcurve oder gleichgespannte Kettenlinie 
I. die an jedem Punkte herrschende Spannung , II. die Gleichung der 
Curvengestalt. 

Lösung. Wird der Tangentenwinkel im Punkte xy mit x, das 
Bogendifferential mit ds bezeichnet, so lauten die Gleichgewichts- 
bedingungen 

1) ^/ ( rro.v t) =; und 

d{Tsi7ix) = yqds, 

TT ' T 

Da nun — = — , also y = Vo "^ sein soll , so geht die letzte dersel- 

ben in 

2) d{T8inz)=^yq, — ds 

über. Aus der Gleichung 1) folgt 

3) T^T^secTy 

d. h. die Spannungen sind proportional den goniometrischen Secanten 
der Tangentenwinkel. (Vorgl. Aufg. 99 und 102.) 

Setzt man 3) in 2) ein, so ergiebt sich nach kurzer Zwischenrechnung 

Tq arc tan y' ^yg^ .r -j- Const, 
Weil nun für a == auch y' =0 sein muss , so ist die Constanto öben- 
falls Null und man hat weiter 



4) y'^ian^'x, 



5) y^^lsec^-px, 

wo wieder keine Constante hinzuzufügen ist. Hiermit ist die Curven- 
gestalt bestimmt , und durch die sofort folgende Gleichung 

auch die Spannung , wenn nur Tq und g^ noch ermittelt werden. Dies 
kann leicht folgendermasscn geschehen: Da der Faden durch den 
Punkt A geht, so muss, nach 5) 

sein, oder, wenn man zur Abkürzung 
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setzt , 

b l sec 

a 

Die zweite Gleichung zur Bestimmung der beiden unbekannten 
T^y und yy ergiebt sich aus der Bedingung, dass der Faden das Ge- 
wicht 2 C haben soll. Diese liefert 

xz=a a 

x = ü 

G==TQland. 
Daraus folgt 

8) TQ = Gcold\md 

9) Vo = — dcotd. 

ay 

Durch die Gleichungen 5) bis 9) ist die Aufgabe vollständig gelöst. 

Aufgabe 104. Wie Aufgabe 103, nur mit dem Unterschiede, 
dassder Faden nicht blos seinem eignen Gewichte unterliegt, sondern 
für die horizontale Längeneinheit auch noch die Lajst P zu tragen hat. 
Gesucht wird für diese gleichgespannte Kettenbrückenlinie 
das Gesetz für die Veränderlichkeit der Spannungen wie der Quer- 
schnitte und die Gestalt der Curve unter Beifügung der Bedingung, 
dass die absolute Festigkeit des Materials = F sein und die Kette über 
all die n - fache Sicherheit bieten soll. 

Lösung. Wie in Aufgabe 102 ergiebt sich 

dy' 



■'S-, 



= X + Consl, 



Hier ist aber p nicht constant , sondern 

p=gy==qQy}/\+y\ 



mithin 



Daraus folgt 



■•/: 



dy 

= j? -|- Consl, 



P+vtoi^+y') 



wenn zur Abkürzung 



?/ == — tan — , 
m m 



^=Aund 



7% 
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T 

■*o 

— m 



gesetzt wird ; also als Gleichung der Kettenform 

U=zklS€C — . 

^ m 

Wird femer die Spannung, welche flir die Flächeneinheit zuge- 

F 
lassen werden soll , also der Werth — , mit / bezeichnet und 

n 

9of 
gesetzt; so ergeben sich die noch zu ermittelnden Constanten zu 

f. 

— ^*^y Y j 

^0 - 02^2 _ «2y2 - /0/Y_ ^ 

\av/ 



wobei durch 



bestimmt ist. Da nun 



7/ 
lsecd = —r 



T= Tq sec X und 



5' = 5'o *^^ ^ 
sein muss, so ist hiermit Alles bekannt. 

Aufgabe lOö. Zwischen zwei festen Punkten A und B (Fig. 16) 
ist ein vollkommen biegsamer, undehnbarer^ schwerer Faden aufge- 
hangen, welcher die constante Materialdichtigkeit b hat. Es soll be- 
stimmt werden : I. nach welchem Gesetze sich seine Querschnitte q än- 
dern müssen, II. nach welchem die Spannungen Jund lU. nach wel- 
chem die Spannungen pro Flächeneinheit , wenn der Faden die Form 
eines Halbkreises vom Radius r annehmen und wenn der Scheitel- 
querschnitt = Qq sein soll. 

Lösung. Auf ähnliche Weise wie in den Aufgaben 99) bis 104) 
gelangt man zu den Resultaten 



— = gf/r*—x* = gt{r—y), 
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mithin zu den Sätzen: Die Querschnitte müssen sich umgekehrt wie 
die Quadrate der verticalen Abstände von den Aufhängepunkten ver- 
halten ; die Spannungen umgekehrt wie die ersten Potenzen dieser Ent- 
fernungen ; die auf die Querschnittseinheit kommenden Spannungen di- 
reet wie diese eisten Potenzen. 

Aufgabe 106. Wie Aufgabe 105, nur mit dem Unterschiede, 
dass der Faden die Form der gemeinen Parabel 



X* 



y=T-, 



annehmen soll. 

Lösung. Es ergiebt sich 



P 



^='wtTTir2^0 



Vp'+ 



X 



Die Spannungen wachsen also umgekehrt wie die Querschnitte. 

Aufgabe 107. Der in Aufgabe 105 angegebene Faden soll eine 
Form annehmen, welcher die allgeraeine Gleichung 

zukommt. Gesucht werden wieder die Gesetze für die Veränderlich- 
keit der Querschnitte und der Spannungen. 

Lösung. Man findet zunächst 

T= TqScc t und 



gsyi+rixY 

Hierin bedeutet Tq die Scheitelsp*annung. Für dieselbe ergiebt sich 



— /•"/^\^oi 



mithin ist 

r {^) 
*~r(o)/r+rw''» • 

das Gesetz fttr die Veränderlichkeit der Querschnitte und 

f (ö) 
das für die der Spannungen. 

Aufgabe 108. Der Querschnitt eines zwischen /1 und B (Fig. 16) 
aufgehangenen, undehnbaren, vollkommen biegsamen Fadens, welcher 
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nur (lor Wirkung der Schwere unterworfen iat , ändert sich proportio- 
nal dem Quadrate der Abscisse (Y = rj?*). Es soll ermittelt werden: , 
I. nach welchem Gesetze die Dichtigkeit e des Fadens veränderlich sein 
nmss, wenn derselbe die Form einer halben Ellipse mit den Halb- 
achsen CD = a^ CO = h annehmen und im Scheitel die Spannung 
/(, haben soll; IL wie in diesem Faden die Spannungen vei'änderlich 
sind; 111. wie die Resultate für den Fall lauten, dass die halbe Ellipse 
zu einem Halbkreise wird. 

Lösung, Nach Anleitung der Lösung der Aufgaben 90 bis 104 
findet man 






als Gesetz für die Veränderlichkeit der Spannungen und 

_ 7>' h 1 



als das für die der Dichtigkeiten. 

Für den Kreis ergeben sich hieraus die einfacheren Gleichungen 

/= T,.a und 

welche leicht in Worte übersetzt werden können. 

Aufgabe 109. Ein homogener, undehnbarer, vollkommen bieg- 
samer Faden ist so aufgehangen ,• dass er durch den Punkt ab geht 
(Fig. 1 5) und im Scheitel C die Ordinate c hat. Sein Querschnitt 7 ist 
veränderlich und zwar so , dass immer 

(l iC 

fj=.q^cosz=(j^—, 

wobei q^^ der Scheitelquerschnitt. Der Faden unterliegt nur dem Ein- 
flüsse seiner eignen Schwere. Man soll bestimmen , welche Gestalt er 
im Gleichgewichtszustande annimmt und nach welchem Gesetze die 
Spannungen in ihm sich ändern. 

Lösung. Aus den hier geltenden Gleichgewichtsbedingungen 
folgt leich't 

ajs Gleichung der Fadengestalt; dieselbe ist also eine gemeine Pa- 
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rabel in der durch Fig. 15 angedoutcten Lage. Ihr Parameter ist 



a« 



Das Gesetz , nach welchem die Spannung T im Fadi*n sieh ändert, 
ergiebt sich zu 

wofür auch 

geschrieben werden kann. 

Aufgabe HO. An den Enden A und B einer unveränderlichen 
Geraden AB (Fig. 15) ist ein vollkommen biegsamer, undehnbarer, 
homogener Faden aufgehangen. Die Gerade hat die Länge 2 a imd 
liegt im Abstände b parallel zur x - Achse des rechtwinkligen Coordi- 
natensjstems. Der Faden dreht sich um die // - Achse mit der constan- 
ten Winkelgeschwindigkeit w, unterliegt aber sonst nur noch dem Ein- 
flüsse seiner eigenen Schwere. Seine Scheitelordinate ist im Gleichge- 
wichtszustande gleich c ; sein Querschnitt y ändert sieh so, dass immer 

doc 

q = q^cosx = qQ-^ ist , wobei (/^^ den Scheitelquerschnitt bedeutet. 

Es soll bestimmt werden , welche Form der Faden im Gleichgewichts- 
zustande hat und nach welchem Gesetze hierbei die Spannungen in ihm 
veränderlich sind. 

Lösung. Man findet zunäch st 

worin Tq und s dieselbe Bedeutung haben wie in den vorhergehenden 
Aufgaben. 

Hieraus folgt sodann 

Die in diesen Gleichungen vorkommende Scheitelspannung T^^ ergiebt 
sich leicht zu 



2«,2 



sQq (r w 






Dies liefert als Gleichung der Fadenform , wenn man zur Abkürzung 



C-& 



rv^ 



V y =/< 
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setzt 

Mithin erhält man als Gesetz ifür die Veränderlichkeit der Spannung 

Aufgabe 111. Es soll ermittelt werden , welcher Art die paral 
zu den Coordinatenachsen auf jedes Fadenelement (Fig. 16) wirkend 
Kräfte X und F sein müssen , wenn der vollkommen biegsame , undel 
bare Faden die Form einer Kreislinie annehmen und überall glei 
stark gespannt sein soll. 

Lösung. Es ergiebt sich leicht, wenn zur Abkürzung 

T 



a^qs 



= Ä: 



gesetzt wird, a den. Kreisradius bedeutet, übrigens aber die seh 
vielfach benutzten Bezeichnungen gelten. 

Die Resultante von X und V muss also 

d. h. constant, sein. 

Für ihre Richtung folgt, dass sie mit der des Halbmessers 
sammenfällt. Auch ohne Rechnung sind diese Resultate leicht 
gebbar. 

Aufgabe 112. Auf einen Faden, der zwischen zwei festen Pu 
ten aufgehangen ist, wirken in seiner Ebene beliebige Bjräfte^ weU 
parallel zu zwei rechtwinkligen Coordinatenachsen, für die Masse 1 
Resultanten Ä' = f^{x),, Y^f^ijc) geben; derselbe hat die Läng< 
die Dichtigkeit i = F{x)^ den Querschnitt q = 0{x), 

Man soll I. die Bedingungen fUr das Gleichgewicht des Fad 
angeben und II. das allgemeine Gesetz herleiten, nach welchem i 
die Spannungen ( f) in ihm ändern. 

Lösung. Die gesuchten Gleichgewichtsbedingungen sind 

d(TY^ + XEqds==Q\m^ 

Aus denselben folgt • 

Jrf(^^ + lf rfr=_£^ A',/5und 
\dsj äs i 



Da nun 



ist, also 



an emem Systeme von Punkten. 

(^:)•+(S'=■ 
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(Ix 






80 erhält man, wenn man diese zwei Gleichungen mit —»bezüglich 

-r, multiplicirt und dann addirt 

dT=—ig{Ädx + rdy). 
Das Gesetz ftlr die Veränderlichkeit der Spannungen ist daher 

T^ — J iq{Xdx+Vdy). 

ß) Doppelt gekrümmte Fäden. 

Anfgabe 113. Auf den vollkommen biegsamen, undchnbaren. 
gleichdicken Faden ^ B wirken seine Schwere und , parallel zur x -Achse, 

Fig. 17. 



pro Masseneinheit, die Kraft 
X^hx, Er geht durch den 
Punkt ^, dessen z den Werth h 
hat, derart, dass seine Tangente 
«iaselbst die Winkel a , ß und y 
'öit der a:-, y- und z-Achse 
bfldet; femer durch den Punkt 
^1 welchem die Coordinaten </, 
* und c zukommen. Seine Dich- 
tigkeit £ ist veränderlich und 
2War ist immer « = f^ cos A 

dx 

^ «0 ~r • Es ^oll die Foirm bestimmt werden , welche der Faden im 
ds 

Weichgewichtszustande annimmt und das Gesetz, nach welchem in 

"6Qi selben die Spannungen veränderlich sind. 

Lösung. Die Gleichgewichtsbedingungen lauten hier, unter 
^^ibehaltungder in den vorhergehenden Aufgaben benutzten Bezeich- 
^^xxgen, 




(^^)- 



^^0 kx dx, 
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Aus denselbtm erhält man durch Integration und gehörige Beachtung 
der zur (-onstantenbestimmung vorliegenden Bedingungen 

2) y = Lrosßlj^^^, 

IH+Nx nt M* 

in welchen Gleichungen zur Abkürzung 



/ 



^' -•.. 



2 /r <y f y cos a 

yi r, cos et = M, 

gesetzt worden ist und J, die in A herrschende Spannung bedeutet. 
Was die Letztere betrifft, so ist sie aus 2) oder 3) herleitbar, weil fiir 
x = n y zu b und ? zu c werden muss. 

Aufgabe 114. Welche Kräfte A\, V und Z müssen parallel zu den 
Achsen eines rechtwinkligen Coordinatensystems auf einen vollkommen 
biegsamen, homogenen, gleichstarken Faden wirken, wenn derselbe 
die Form der Schraubenlinie 

■* <• 

x = a cos — ^ y = a sin — , 
c c 

(c==a tan ß) 

annehmen und wenn die in ihm herrschende Spannung T immer gleich 
b z sein soll ? 

Lösung. Die für diesen Fall geltenden Gleichgewichtsbedin- 
gungen liefern 

b sin^ ß 
Z — , 

r= -^- iuz—ca:), 
hcos^ß 

als Werthe der gesuchten Kräfte. ^ 
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Aufgabe 115. Ein Faden hat die Längen, die Dichtigkeit f = r(.r), 
den Querschnitt ^= 0{x)y ist vollkommen biegsam, un dehnbar imd- 
zwischen zwei festen Punkten aufgehangen. Er unterliegt der Wir- 
hmg von beliebig vielen Kräften, die parallel zu den Achsen eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems (siehe Fig. 17) die Kesultant(*n 
Jr=/i(a;), y = fi{^')jZ=^f^{x) liefern. Man verlangt die Angabe 
der allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen für denselben und das Ge- 
setz, nach welchem in ihm die Spannungen (T) sich ändern. 
Lösung. Die Gleichgewichtsbedingungen sind 

Das Gesetz fttr die Spannungen ergiebt sich auf dieselbe Weise 
wie in Aufgabe 1 1 2 zu 



Capitel V. 



Aufgaben Aber die Anwendung des Prineipes der 
Tirtuellen Geschwindigkeiten. 



Erklärung. Wird ein System von Punkten, welches sich 
Gleichgewichte befindet, unendlich wenig verrückt, so dass jeder Pur 
desselben in eine neue, von der alten unendlich wenig verschiedei 
Lage kommt , so nennt man bekanntlich die gerade Verbindungslii 
dieser beiden Lagen die virtuelle Geschwindigkeit dieses Punkt 

Projicirt man diese virtuelle Geschwindigkeit auf eine Gerade M 
so heisst die entstehende Projection die virtuelle Geschwindi 
keit des Punktes bezogen auf die Gerade M N, Das Vorz 
chen derselben ergiebt sich aus dem des Cosinus desjenigen Winke 
unter welchem projicirt wird. 

Das Produkt aus der Intensität einer Kraft in die auf ihre Ri( 
tung bezogene virtuelle Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes wi 
das virtuelle Moment der Kraft genannt. 

Erleidet jeder Punkt eines im Gleichgewichte befindlichen Syste] 
irgend eine unendlich kleine Verrückung (die aber natürlich mit d 
Bedingungen des Systems vereinbar sein muss), so ist immer die 
gebraische Summe aller virtuellen Momente gleich Null. 

Umgekehrt : ist die algebraische Summe aller virtuellen Momei 
bei allen virtuellen Verrückungen gleich Null, so befindet sich c 
System im Gleichgewichte. 

Bezeichnet man die Kräfte mit P^^P^^P^ P„^ die Projection 

der Weg-e der Angriffspunkte STuf die Richtungslinien der Kräfte n 
PiiPttPii Pn^ so drückt die Gleichung 

APi'\'^tPi + PzPz + + PnPn = 0, oder 

Z{Pp)=i} 

das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten aus. 



■>i 
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Bezeichnen x, y, z die rechtwinkligen Coordinatcn des An- 
griffspunktes einer Kraft P, welche die Winkel a, ß, y mit den Coor- 
dinatenachsen bildet, und nimmt man in der Richtung von T einen 
bestimmten Punkt abc aHj der von xyz um s entfernt ist, so hat man 

5* = (jr— «)« + {y — by + (t— 0» und 

X — a y — b z — c 

p=: ds= dx H dy H dz 

s s s 

oder 

p = cosoc, dx + cosß dy + cos y dz ; 

mithilf geht die Gleichung 1) über in 

Pi (cosai dx^ + cosßi dy^-\- cosyi dz^) 
+ /\ (cosa^ da?, + cosß^ dy^ + cosy^, dz^) ) =0 



oder in 

2) £P{cosa dx + cosßdy + cosy dz) = 0. 

Diese Sätze sollen zur Lösung der Aufgaben dieses Capitels vorausge- 
setzt werden. 

Aufgabe 116. Die Aufgabe 10 soll mittelst des Principes der 
virtuellen Geschwindigkeiten gelöst werden. 

Lösung. Wird die Lage des Coordinatensystems so angenom- 
men wie in der früheren Lösung der Aufgabe angeflihrt worden ist, 
werden femer die Entfernungen des Punktes Q von den Punkten C,, C,, Cg, 
^t M, , 7ig, w, bezeichnet und die drei Anziehungen P,, Pj, Pj genannt, 
so bat man als Gleichgewichtsbedingung 

P, dui — P^ d Ui -4- Pj du^ = 0. 

Hierbei ist 

Nach Einsetzung dieser Werthfe orgeben sich wieder die in Auf- 
gabe 10 angeführten Ausdrücke für x und y. 

Aufgabe 117. Auf einen vollkommen frei beweglichen Punkt, 
Welcher auf ein rechtwinkliges , räumliches Coordinatensjstem bezogen 
*st, wirken die Kräfte 

/*, unter den Winkeln a, , ^, , y, (gegen die Achsen) 
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Es sollen die Bedingungen ermittelt werden, unter welchen der Pun 
im Gleichgewichte ist.*) 

Lösung. Man denke sich, dass der Pimkt eine unendlich klei 
Verrtickung s erleide, deren Richtung mit den Achsen die Winkel 
fi , V bilde und bezeichne die Projectionen von s auf die Kräfterichtu 
gen mit 'Pi , Pi , Pn» Dann lautet die Gleichgewichtsbedingung 

PlPi+PiP2 + + PnPn=0. 

Die hier noch zu eliminirenden p sind durch die Beziehungen 

— = cos «1 cos k + cos j3, cos fi + cos y , cos v , 



s 



— = cosa^ cosX-\-cosß2 cosfi -f cosy^ cosv, 
s 



Pn 

= COSCtn COS l-^ cos ßn COSuA-COSyn COS V 

S 11/ 

bestimmt. 

Daraus ergeben sich die Gleichungen 

Pi cos Of, + P2 cos OTj + + Pn COS cy„ = , 

PiCOSßi +/^jC05/3j + + PnCOSßn=^0, 

Px cosy^ + P^cosy^ + + PnCOSy„ = 

als Bedingungen für das Gleichgewicht. 

Aufgabe 118. Ein Punkt kann sich nur auf einer räumliche 
Curve bewegen, deren Gleichungen bezogen auf ein rechtwinklig" 
Coordinatensystem 

sind. Auf denselben wirken beliebig viele Kräfte. Man sucht die B 
dingung für sein Gleichgewicht. 

Lösung. Denkt man sich alle Kräfte zu drei Resultanten JT, F, 
zusammengesetzt, welche parallel zu den Achsen thätig sind, und stel 
sich vor , dass sich der Punkt auf ^er Curve um den unendlich kleine 
Bogen ds verrückt habe, so ergiebt sich sofort als Gleichgewich tsb< 
dingung 

Xdx+ ydy + Zdz=^0, 

was mit der Lösung der Aufgabe 37 übereinstimmt. 



*) Dass die Lösung dieser Aufgabe, wie auch die aller folgende 
dieses Capitels, eben durch Anwendung des Principes der virtuelle 
Geschwindigkeiten erfolgen soll, bedarf wohl kaum stets besondere 
Erwähnung, da die Capitel Überschrift es deutlich genug ausspricht. 
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Aufgabe 119. Es sollen die Gleichgewichtsbedingungen für einen 
Punkt hergeleitet werden , welcher von beliebig vielen Kräften beein- 
flusst wird und sich nur auf einer Fläche bewegen kann, deren Glei- 
chimg in Bezug auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem gegeben ist. 

Lösung. Auf ganz ähnliche Weise, wie in der Lösung der vor- 
hergehenden Aufgabe findet man 

^+z|i = Ound 

Aufgabe 120. Auf einer schiefen Ebene ABC^ deren Nei- 
gungswmkel B AC gegen den Horizont ^C gleich a ist, wird ein Kör- 
per K durch eine constante Kraft P beeinflusst , welche mit dem Hori- 
zonte den Winkel ß bildet und im Schwerpunkte des Köjpers angreift. 
Von der Eeibung wird abgesehen. Man verlangt, dass mittelst des 
Principes der virtuellen Geschwindigkeiten die Bedingung hergeleitet 
werden soll , unter welcher das Gewicht Q des Körpers und die Kraft 
^ im Gleichgewichte sind. 

Lösung* Wird der Schwerpunkt S um das unendlich kleine 
Stück S5, parallel zu AB (etwa aufwärts) verschoben gedacht, so ist 
^^\ . c.os{ß — a) die virtuelle Geschwindigkeit von S bezogen auf /^ und 
Si>, . sina die in Bezug auf Q, Die Gleichgewichtsbedingung ist mithin 

P cos {ß — cc) = Q sin a 
also ftlr |3 = a sehr einfach 

P=Qsincc. 

Aufgabe 121. An einem Hebel ACA^^ welcher im Punkte C 
unterstützt ist, wirken zwei Kräfte P und P, in den Endpunkten // 
ujid Ay, Die von ü auf die Kraftrichtungen gefällten Senkrechten ha- 
lben die Längen a und «,. Welches ist die Bedingung für das Gleich- 
gewicht? 

Lösung. Denkt man sich den Hebel aus der Ruhelage ACC^ 
um den unendlich kleinen Winkel 7v herausgedreht, so dass A und A^ 
^e Bögen A A' = b und A^A{ = b^ beschreiben und bezeichnet die Pro- 
jectibnen von b und 6, auf die Kraftrichtungen mit p und />, , ^o hat 
^''^ nach dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten 

-/>/? + />iP. =0 
als Gleichgewichtsbedingung. , 

Werden die Strecken CA und CA^^ e und c, genannt, so hat man 
Merbei 
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ab a.b 



I ^i 



c Ci 

Dies eingesetzt und gehörig beachtet, dass h und /?, Kreisbögen sind, 
die zu gleichen Centriwinkeln gehören , giebt die bekannte Momente- 
gleichung 

Aufgabe 122. Es soll mittelst des Principes der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten die Gleichgewichtsbedingung für den gemeinen Fla- 
schenzug hergeleitet werden, unter der Vora,ussetzung , dass die 
Seile als parallel angesehen werden können. 

Lösung. Es sei P die Kraft (etwa ein Gewicht) welche am 
freien Seilende wirkt ; ö die an der beweglichen Flasche hängende Last, 
der sie das Gleichgewicht halten soll. 

Denkt man sich P um ein imendlich kleines Stück a gesenkt, Q um 
b hierbei gehoben, so muss 

P^/ — 0^ = 

sein. Sind nun in der beweglichen Flasche w Rollen , laufen von der- 
selben aus also 2n Seile, so besteht die Beziehung 

2nb = a. 

Die gesuchte Gleichgewichtsbedingung ist mithin 

2n 

Aufgabe 123. Eine horizontal liegende Schraube 5", deren 
Gänge die Höhe h haben und deren kreisförmiger Kopf den Radius « 
besitzt, geht durch eine feste Mutter und wirkt bewegend auf einen 
Körper /f , welcher ihr den Widerstand Q entgegensetzt. An der Peri- 
pherie des Kopfes ist in tangentialer Richtung die Kraft /' thätig. Es 
soll , bei Nichtbeachtung der Reibung-, die Bedingung entwickelt wer- 
den, unter welcher P und Q im Gleichgewichte sind. 

Lösung. Man denke sich P als ein Gewicht, welches mittelst 
eines Fadens den Schraubenkopf dreht. Senkt sich dieses Gewicht um 
die unendlich kleine Strecke s , so bewegt sich die Schraubenspitze um 
ein anderes ebenfalls unendlich kleines Stück .«?, . Aus der zwischen s 
und 5, bestehenden einfachen Beziehung ergiebt sich hiermit nach dem 
Principe der virtuellen Geschwindigkeiten 



2a jt 



als Gleichgewichtsbedingung. 
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Aufgabe 124. Mit einer festen Geraden AD (Fig. 18), auf wel- 
cher der Punkt C beweglich , A aber unbeweglich , befindet sich eine 
gebrochene ABC p o ^n Verbindung , dass A B um A dreh- 
bar ist und in B sich ein Gelenk befindet , welches gestattet, 
dass eine Kraft ? den Punkt B der Geraden AD nähern kann, 
indem 6' herabgeschoben wird. ? wirkt senkrecht gegen 
Ah\ Ö» an C, in der Richtung CA, Die Gerade A B hat die 
Längecr, ^Cist gleich 6, LACB — a, LCAB =: ß-^F: B möge 
mit x^ AC mit y bezeichnet werden. 

Es Soll die Gleichgewichtsbedingung flir das vorliegende 
System von starren Geraden (Kniepresse) ermittelt wer- 
den und zwar I. als Beziehung zwischen P, ö, a^ h und x\ 
II. als solche zwischen P, Q^ a, b und a oder ß\ III. endlich ak eine 
Gleichung zwischen P, Q, a und ß. 

Lösung. Unter Anwendung des Principes der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten findet man zunächst als Gleichgewichtsbedingung 

Pdx + Ody = 0. 
Bei gehöriger Beachtung derjenigen Beziehungen, welche für die in 
Betracht kommenden Grössen gelten , ergeben sich hieraus leicht die 
Gleichungen 




1) 



ll)P=0 






X 



b sin a + j/a* — b^ sin* a tun « a sin ß + j/b* — «* sin* ß Inn ß 



= 



j/b*—a*sin^ß 



Fig. 19. 



j/a^ — b* sinket 
III) P r=z Q {lan cf\- tan ß) 

als Auflösungen der gestellten Aufgabe. 

Aufgabe 125. Gegen eine feste Wand CB stützt sich mit ihrem 
einen Ende B eine starre , gewichtslose Gerade 
AGB von der Länge ö, welche in einem Punkte 
unterstützt ist und an ihrem anderen Ende A 
ein Gev^icht P trägt. Man verlangt , dass mit- 
telst des Principes der virtuellen Geschwindig- 
keiten diejenige Lage bestimmt werden soll , in 
welcher ^ ^ im Gleichgewichte ist , wenn von 
der Beibung abgesehen wird. 

Lösung. Auf AGB wirken 1) das Ge- 
wicht P vertical nach unten; 2) der Widerstand des Stützpunktes 0, 
senkrecht gegen ^ ^ ; 3) der Widerstand der Wand C B , senkrecht zu 
ihr selbst. 
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Bezeichnet man nun den verticalen Abstand des Punktes A von 
der Horizontalen durch mit t, die Länge B mit a-, den horizontalen 
Abstand des Drehpunktes von der Wand CB mit ^, so ergiebt sich, 
nach kurzer ZwischonreoJmung und bei gehöriger Beachtung der zwi- 
schen a, b, X und z bestehenden Beziehungen , dass 

sein muss, wenn AB sich im Gleichgewichte befinden soll. 



Capitel VI. 



Aufgaben über die Anziehung der Linien, Flächen 

und Korper. 



I Erklärung. Wenn die Anziehung proportional der Masse und 
irgend einer Funktion der Entfernung u vorausgesetzt wird , so üben 
zwei Punkte, welche die Massen m und iw, haben, aufeinander die Wir- 
kung 

aus. Hat z. B. der eine der Punkte die Masse 1 , der andere die Masse 
f» und wird die Anziehung umgekehrt proportional dem Quadrate der 
Entfernung angenommen , so ist die Wirkung , welche der erste Punkt 
vom zweiten erleidet, ^ 



A=: 



M« 



Der Anziehungscoefficient k bedeutet also diejenige Anziehung, welche 
die Masse 1 auf die Masse 1 in der Entfernung 1 ausübt. 

Liegt statt des einen Punktes ein Körper vor, so sind die An- 
ziehungen , welche die einzelnen Massenelemente desselben auf irgend 
einen materiellen Punkt ausüben , von verschiedener Eichtung , man 
niuss sie daher passend in Componenten zerlegen , um sie summiren 
(integriren) zu können. 

Dasselbe gilt, wenn die Anziehung von einer materiellen Fläche 
•oder Linie ausgeübt wird. 

. Hiernach sind die Aufgaben dieses Capitels zu behandeln. 

A. Anziehung der Linien. 

Aufgabe 126. Eine materielle Gerade A B , von der Länge b^ 
wirkt anziehend auf einen Punkt P, welcher in ihrer Richtung liegt. 
Der Querschnitt der Geraden ist constant = ^ ; die Dichtigkeit dersel- 
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.t 

bcn ebenfalls constant und zwar = f. Der angezogene Punkt hat die 
Masse I und befindet sich im Abstände />' P = a von dem Endpunkte B. 
Die Anziehung erfolgt nach dem Newton'schen Gesetze, also propor- 
tional der Masse und umgekehrt proportional dem Quadrate der Ent- 
fernung ; es soll ihre Grösse X ermittelt werden , wenn der Punkt /' 
I. ausserhalb AB^ II. im Endpunkte J5, III. innerhalb AB liegt. 

Lösung. I. Die Entfernung AQ eines beliebigen zwischen A 
und B an der Stelle Q gelegenen Linienelementes möge mit x bezeich- 
net werden. Dann ist die Anziehung, welche es auf P ausübt 

(a-\-b — xy 
wobei k ein Anziehungscoefficient. 

Die Wirkung, die von der ganzen Geraden ausgeübt wird, ergiebt 
sich hieraus zu 

oder, wenn man die Masse der Geraden A B mit m bezeichnet, 

,. km 

Sie ist mithin eben so*gross, als wenn die gesammte Masse in einem 
Punkte C vereinigt wäre , dessen Entfernung von P gleich dem geome- 
trischen Mittel zu a und « + />. 

n. Liegt P im Endpunkte B ^ so ist a gleich Null, daher 

X = — 00. 
Der Anziehungsmittelpunkt C Mit mit B und P zusammen. 

III. Wenn endlich P innerhalb A B liegt , a also negativ ist , so 
ergiebt sich ohne Eechnung, dass die Anziehung, welche P erleidet, 
derjenigen gleich ist, die die Strecke b — "la der Geraden nach I. aus- 
übt. Ihr absoluter Werth ist «lithin 

k_{p--2a)q^s 
a(h^a)~\ 
oder, wenn die Masse des Stückes b — 2a mit jia bezeichnet wird, 

a {f) — a)" 

Aufgabe 127. Ein Punkt P (Fig. 20) von der Masse 1 wird 
durch eine materielle Gerade B^ B^ , die die Länge b , den constanten 
Querschnitt q und di6 ebenfalls constante Dichtigkeit b besitzt, nach 
dem Newton'schen Gesetze angezogen. Derselbe befindet sich ausser- 
halb der Eichtung der Geraden im senkrechten Abstände a so gelegen, 



dX,=- ,..^ .j rfy 
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dass das von ihm auf ^, fff gefällte Loth P die Strecke //, B^ i^i ^^^ 
beiden Theile OB^ = b^ und /?, = h^ zerlegt. 

Es soll untersucht werden, I. welches die Grösse und Richtung der 
Anziehung Ji ist, die der Punkt P von der Geraden I\Bt erleidet; 
II- wo der Punkt liegt , in welchem concentrirt die Masse der Gera- 
den dieselbe Anziehung ausüben würde , wie wenn sie längs B^ //, ver- 
theilt ist; UJ. wie er sich construiren lässt; IV. wie die Resultate dann 
lauten , wenn b^ = b^ ist. 

Lösung. Nimmt man P als die Achse der a', OBi als die der 
y , so übt ein Linienelement , welches sich im Abstünde y von befin- 
det , auf P die Anziehung 

aus ; dies giebt parallel zur x - Achse eine Gomponente 

kags 

und parallel zu der der y 

kqiy^ 

ÖieGesammtwirkung, welche von dem Theile 0/?, der Geraden in der 
Richtung der x hervorgebracht wird , ist mithin 

_ kqB bj 

oder, wenn man PB^ mit c, und die Masse von 0/?, mit w, bezeichnet, 

-A, . 

acx 
Wird der Winkel B^PÜ=^ßx gesetzt, so kann man auch 

schreiben. 

Eben so gilt natürlich für die Anziehung , welche B^ parallel 
2^* -Achse äussert, 

kqt bj km^ ^^*oV.. ff 

a yVt'+b^^ «^2 « 

^orin die Bezeichungen gerade so gewählt sind , wie vorher. 

Ferner folgt für die gleich gerichtete Anziehung scomponcnte der 
ganzen Geraden B^ B^ 



dY,^ ---'i.-^^dy. 
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Desgleichen gelangt man, von der Gleichung fUr.^/J', ausgehend, zvx 
den Werthen 

Vj/a' + V Vct^+f^i^^ 



oder besser 



n fjf f 

Y= -=— (cosß^ — cosßA. 
a 



Mithin ist die Grösse der Gesammtanziehung 



Ä = 2 -^~ sifi 

a 2 



Die Richtung derselben wird durch den Winkel q) bestimmt, den ß 
mit der x - Achse einschliesst ; für denselben ergiebt sich leicht 



<JP 



2 



II. Der Punkt Q , in welchem die ganze Masse m vereinigt werden 
mühste , wenn sie auf P dieselbe Anziehung ausüben sollte, wie bei ihrer 
Vertheilung längs ^i /?2 , muss natürlich in der Eichtung von R liegen* 
Sein Abstand r von P folgt leicht zu 



= /t 



2 



Dieser Ausdruck würde als geometrisches Mittel zu a uncl 
^ b CSC ^ (j5j + ß^ darstellbar sein. 

XU. Er lässt jedoch eine für die Construction sehr brauchbare 
Umformung zu, wenn man beachtet, dass die Masse von B^B^ 

m = aqe {tan ßi + tan ß^) 
ist. Dann ergiebt sich 

^ a^ ianßi'\-tanß^ 



2 **'>'J(ft+Ä)' 



cos ßx + cos ßi 



2 cos \ {ßi — ßi) cosßi cosßi ' 
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L i. so viel wie 



r==yi{PB^ + Pli^)PC. 



Fig. 20. 






I I I 

i 

i 

\ I • 



TT7 
IT 



1 . .'/ "^ 







^ 



\ 1 — 



Man erhält mithin r als 
geometrisches Mittel zu 

und FC. Die Fig. 20, in wel- 
cher L 6' PO=i (/3,—ft), PD 
^i{PB, + PB,)TmdPO=PE ^/ 
ist, wird die Ausführung der """^^ 
Construction hinreichend an- 
geben. 

IV.| Für fei = 6, ergiebt 

sich 

.. km kge . ^ 

ac a 

7=0, ß=^, 9?=0, ^^^ -"' 

viorm PB^ = PB2='C, LOPBi = LO PB^=ß genommen ist. Der Ab- 
stand des Punktes Q von P ist also dann die mittlere Proportionale zu 
a und c. 

Aufgabe 128. Ueber dem Mittelpunkte einer materiellen Kreis- 
linie, deren Eadius a ist, deren Dichtigkeit e und deren Querschnitt 
9 constant sind', liegt ein Punkt P in dem senkrecht zur Kreisebene 
gemessenen Abstanden. Seine Masse ist = l. Er erleidet von der' 
Kreisluiie eine Anziehung A nach dem Newton'schen Gesetze. I. Wie 
gi*oss ist dieselbe? IT. Wo müsste die gesammte Masse der Linie in 
einem Punkte Q vereinigt sein , um dieselbe Wirkung auszuüben , wie 
b«i ihrer Vertheilung längs derselben, 

Lösung. I. Auf dieselbe Weise wie in den Lösungen der bei- 
<^en vorigen Aufgaben findet man 

akcge 

oder, wenn mit m die Masse der Kreislinie bezeichnet wird , 

kern 



fa^ + c 



,2 3- 



IT. Der gesuchte Punkt Q liegt auf der Geraden , welche P mit 
dem Kreismittelpunkte verbindet , in der Entfernung 
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von f\ 



i/^ß 



Atifgabo 129. Die homogene, gleichdicko materielle Ketten 
linie 






wirkt anziehend auf einön Punkt , der sich im Coordinatenanfango be- 
findet und die Masse 1 hat. Ihr Querschnitt ist y, ihre Dichtigkeit f. 
Die Anziehung erfolgt proportional der Masse und der Entfernung. 
Wie gross ist dieselbe und wie lässt sie sich durch die Ordinate des 
Schwerpunktes ausdrücken? 

Lösung. Da die Kettenlinie symmetrisch gegen die y- Achse 
liegt , so heben sich die parallel zur x - Achse wirkenden Componenten 
auf. Als Anziehung in der Richtung der positiven y ergiebt sich zu- 
nächst 

worin x den Anziehungscoefficienten bedeutet. Wird der von bis x 
gerechnete Kettenlinienbogen mit s bezeichnet, so lässt sich dies ele- 
ganter in der Form 

V==^y^q% {ay + lex) 
darstellen. 

Da ferner, nach Aufgabe 51, die Schwerpunktsordinate iy den 

Werth --T hat, so ist auch 

Y'==' 2xy€ 5iy, 
oder , wenn die Masse der Kettenlinie m genannt wird , 



B. Anziehung der Flächen. 

Aufgabe 130. Wie gross ist die Anziehung A^ welche eine homo- 
gene, materielle Kreisfläche vom Radius «, der Dichtigkeit « und 
der Constanten Dicke h , nach dem Newton'schen Gesetze auf einen 
Punkt von der Masse 1 ausübt , der senkrecht über ihrem Mittelpunkte 
in der Entfernung c liegt? 

Lösung. Wird ein Kreisdurchmesser als Achse, der Mittel- 
punkt als Pol eines Polarcoordinatensystems genommen , der Badius- 



/ 
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vector irgend eines Flächenpunktes mit r, die zugehörige Anomalie 
mit bezeichnet, so ist die Anziehung, welche das daselbst liegende 

Flächenelement ausübt ' 

^ kedrdddr 
dR= ^ . 

Dieselbe giebt in der Ebene der Scheibe eine Componente, welche auf- 
gehoben wird ; senkrecht zur Scheibe eine andere 

kcde rdddr 
dA ~ , — . 

Hieraus folgt 



A — 2nkcös( ; |, 

V c i/a«4-cV 



oder, wenn man den Abstand des angezogenen Punktes vom Rande 
der Scheibe mit b bezeichnet , 

A = 2nkc8 s ( — j. 

Aufgabe 131. Die homogene , materielle Fläche AGB (Fig. I f>) 
der Kettenlinie 



y = —y€k + e-kj 



zieht einen im Coordinatenanfange befindlichen Punkt von der Masse 1 
proportional der Entfernung und der Masse an. Die Dichtigkeit ist 
= e , die Dicke der Fläche constant = ö. 

Man soll die Grösse der Anziehung bestimmen und angeben, wie 
sicli dieselbe durch die Ordinate rj des Flächenschwerpunktes aus- 
drücken lässt. 

Lösung. Die parallel zur a:- Achse wirkenden Componenten 
heben sich auf. Für die Anziehung in der Richtung der //-Achse er- 
giebt sich 

worin x dieselbe Bedeutung hat, wie in Aufgabe 129. 

Wird mit s die Länge des Bogens AC= C B bezeichnet , so hat 

man besser 

r= 4x£Ö [2 «^^* — A: (ak + bs)]: 

Da die Ordinate rj des Schwerpunktes der Fläche AC B den Wcrth 

__ 2ab^—k{ bs + ak) 
^ "" 4 {ab — ks) 
hat, was leicht aus dem in II. unter Aufgabe 61 Dagewesenen folgt, 
8o ist auch 
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oder, wenn man die Masse der Fläche ACB mit m bezeichnet., 

Aufgabe 132. Eine materielle Kugelfläcbe vom Badius a, 
deren Dichtigkeit c und Dicke 6 -constant sind , wirkt anziehend auf 
einen Punkt P von der Masse 1 , welcher sieh im Abstände c >a yom 
Mittelpunkte befindet. Die Anziehung erfolgt proportional der 
Masse und umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfeimung. 
Ea wird verlangt, die Intensität derselben zu ermitteln, 

Lösung. Wir beziehen die Kugelfläehe und den Punkt P aaf 
ein rechtwinkliges Coordinatensystom , dessen x - Achse P und dessen 
Anfang ist. Dann ergiebt sich fUr die Anziehung, welche die ganz« 
Eugelfiäche auf P ausübt, zunächst der Ausdruck 

X = -2akö, f ' f ^ ic~x)dxdy _ ^ 

worin k der Anzieh ungscoefficient. 

Durch Auslllhrung der Integrationen folgt hieraus 
^^ ir( 4„..M,) ^ 

die Anziehung ist also eben so gross, als wenn die gesammte Masse 
der KugelflSehe in ihrem Mittelpunkte vereinigt wäre. 

e ergiebt ajch bei Anwendung von Polarcoordinaten. 



C. Anziehung der Körper. 
Aufgabe 133. Ein Punkt P', welcher auf der Achse eines homo- 
genen, geraden Kreiscylinders liegt, wird von diesem proportio- 
pj„ .,| nal der Masse und umge- 

kehrt proportional dem Qi 
drate der Entfernung an- 
gezogen. Der Radins des 
Cylinders ist = r, die Höhe 
= A, die Dichtigkeit r, der 

^'i~.^_f_ Abstand des Punktes PyoR 

der Cylinderbasis ^ n. Ge- 
fragt wird nach der GrOsse 
der Anziehung, I. wenn der 
angezogene Punkt oberhalb der Deckfljtche, II. wenn er in derselben 
liegt, III, wenn er sich innerhalb der Cylindermassc befindet. Ferner 
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wird die Beantwortung der unter I. und II. gestellten Fragen für den 
Eall eine^ unendlich langen Cylinders verlangt. 

Lösung. I. Benutzt man cylindrische Coordinaten in der durch 
Fig. 21 angedeuteten Weise, indem man einen beliebigen Massenpunkt 

Q durch 0L = Xy LQ = r und L MLO = w bestimmt, so ergiebt sich 

ftir die Anziehung , welche P erleidet , 

h e 2n 

Dies liefert 

was so viel wie 



ist. 



A = '-'2nks{BC+CP—BP) 



n. Liegt der angezogene Punkt auf der Deckfläche, so hat die 
Anziehung die Grösse 

2) A = — 2nkt{h+c — }/¥+?). 

ni. Befindet er sich innerhalb der Cylindermasse und wird der 
Abstand von der Grundfläche mit ä, , der von der Deckfläche mit //g 
bezeichnet, so ist 

3) A = 2nks{h^—h, — j/h^+? + y'h^+c% 

rV. Für k= Qo liefert die Gleichung 1), wenn man erst « = A + ^/, 
setzt und dann den binomischen Satz anwendet , 

4) ^=— 27r Ar« (/«,'+^« — «,). 
fiben so erhält man aus 2) 

5) // = — 27t k sc. 

Aufgabe 1S4. I. Wie gross ist die nach dem Newton'schen Ge- 
setze .erfolgende Anziehung , welche ein gerader, homogener Kreis 
kegel von der Höhe OA = h, dem Basisradius h und der Dichtigkeit 



FiK. 22. 



f auf einen Punkt P von der 
Masse 1 ausübt, der auf seiner 
Achse, unterhalb der Grund- 
fläche, in der Entfernung « >A 
von der Spitze liegt? 

n. Welchen Werth hat die- 
selbe, wenn der angezogene 
Punkt sich im Basismittelpunkte 
befindet? 

Lösung. T. Wird die Kcgels^ntze als Anfang der Abscissen, die 
Kegelachse als o:- Achse genommen und ein beliebiger Punkt der Kegel- 
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AufgiAse 135. Wie Anfgab<=- i:>t- Z: loeiL ie^ ür aiqpeaBogai^ 
Paukt /^, oberhalb -ier Kegel - p ir z -f in ier HuE t Vrnnu g a van (far Bar 

L«l9uii;?. Auf 'üeselbe W^iäe. ^e in its' Losang^ dar ▼mier- 
gebenden AutVrabe. gelangt aian oier zu. ikhl BesnliatB 



\ h 



' ** i /-j-'/i — '•* 7 4 



in welchem Ausdrucke d die Eurteniung des angezoganen Punktes wn 
der Kegelspitze ist, die übrigen ♦jroösen aber «fiestilbe Bedentong ha- 
ben wie vorher. 

Aufgabe 136. Ganx wie Aufgabe 134, nnr mit dem XTnfcer- 
schiede, dass der anziehende Kegel ein abgestumpfter ist, welcher 
ans dem Vollkegel mit der Hohe h entstand. oidenL man «ne Spüie 
von der H^e fpA^ = h^ parallel zur Baais abtrennte. (Kg. 22.) 

r/r>gnng. T/Cgt man das Coordinatensjatem wieder genan so, 
wifj in i\i^ I/>Hnng der Aufgabe 134 angegeben worden ist und benutzt 
d'K! Abkttr/nngen 

(Ä-ÄZ + ft'^^, 
hIh Wcrili ili-r ^OHiicIii^'n Anziolning. 



4 

* 
.j 
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Auf^be 137. Wie Aufgabe 135, doch ist der anziehende Kegel 
ar abgestumpfte ABC A^B^C^ (Fi^. 22)^ ftlr welchen OA^^^hQ 
id OA^ wie firfiher, = h. Man verlangt I* die Anziehung A, die auf 
ausgeübt wird ; IL die Grösse derselben für den Fall , dass der an- 
zogene Punkt P, mit dem Mittelpunkte Aq der Deckfläche zusammen- 
Jt; in. die Herleitung der Anziehung für den VoUkegel und ftir den 
^linder V aus den unter I. gefundenen Resultaten. 

Losung. I. Wie in den Lösungen der vorhergehenden Aufgaben 
idet man 

, A=27tks\h^\ -r ^—l. \x.7./ »/ A ^^-P\h 

} " 5* L s {a — hJfr+fiQS^ + ps J) 

orin zur Abkürzung 

ö*-f.^* = c^ und 

esetzt ist. 

n. Liegt der angezogene Punkt P, im Deckflächenmittelpunkte, 
) ergiebt sich die Grösse der Anziehung aus Gleichung 1 ), wenn man 
= h — Äq nimmt. 

III. Die für den Vollkegel von der Höhe h geltende Formel folgt, 
enn Äq = gesetzt wird. Man gelangt dann zu dem in Aufgabe 135 
igeführten Resultate. 

Um femer den Werth für die Anziehung des Cy linders aus Glei- 
lung 1) zii erhalten, braucht man nur h, h^ und a durch die Höhe Äj 
)8 Stumpfes , durch den Abstand P^A^^^a (Fig. 22) und durch den 
Bckflächenradius AqBq = ß auszudrücken und nachher |3 = 6 zu neb- 
en. Es ergiebt sich dann die Gleibhung 1) der Aufgabe 133. 

Aufgabe 138. Eine homogene Hohlkugel, deren äusserer Ra- 
US Tj, deren innerer r^und deren Dichtigkeit s ist, wirkt nach dem 
ewton'schen Gesetze anziehend auf einen Punkt P von der Masse 1. 
i soll berechnet werden, I. wie gross diese Anziehung A ist, wenn 
>r Punkt ausserhalb der Kugel liegt ; 11. wenn er sich in dem um- 
hlossenen Hohlräume befindet; III. wenn er innerhalb der Kugel- 
asse gelegen ist. Endlich soll man lY. angeben, wie stark aiiziehend 
ne massive Kug^ au/ den Punkt P 'Wirkt, wenn dieser ausserhalb, 
inerhalb, oder auf der Oberfläche sich befindet. 

Lösung. I. Unter Benutzung eines Polarcoordinatensystems, 
essen Pol der Kugelmittelpunkt ist, findet man leicht 

^ — ■" ^ • ~^ Vi "^"^0 )—• ^ j 

Fährmann, Aufgaben z. anal. Mechanik. Q 
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worin a den Abstand des angezogenen Punktes vom Mittelpunkte , r 
• die Masse der Hohlkugel und k den Anziehungscoefficienten bedeuf^^i 

Die Anziehung ist also eben so gross, als sie sein würde, wexu 
die ganze Masse der Hohlkugel in ihrem Mittelpunkte concentrlrt wäire 

II. Ein in dem umschlossenen Hohlräume liegender Punkt erlei 
det gar keine Einwirkung. 

HL Befindet sich der Punkt innerhalb der Masse der Hohlkug-e 
im Abstände r(<r, (aber ^r^) vom Mittelpunkte, so wird er so an 
gezogen, als ob nur diejenige Hohlkugel auf ihn wirke, deren äusserei 
Badius a , deren innerer r^ ist. 

IV, Ist die Kugel massiv, wird ihr Halbmesser mit i?, der Al> 
stand des angezogenen Punktes vom Mittelpunkte wieder mit a he 
zeichnet , so ergeben sich für die Anziehungen leicht die Werthe 

1) >l= — ^TTÄf— , 

2) A = — ^7ck(a, 

3) J=^ — ^nkfR, 

je nachdem der Punkt ausserhalb der Kugel, innerhalb, oder auf dei 
Oberfläche liegt. Die hierin enthaltenen Sätze sind leicht in Wort€ 
zu fassen. 

Aufgabe 139. An einer Waage sind zwei Kräfte im Gleichge- 
wichte , von denen die eine (ein Gewicht , dessen Masse fi ist) von der 
Anziehung der Erde abhängt, die andere (etwa die Elasticität einer 
Feder) aber nicht. 

Man bringt diese Waage über ein homogenes Erzlager , dessen 
Dichtigkeit E ist und welches in die Form eines Kreiscylinders vom 
Radius r und der Höhe (Tiefe) Ä so in der oberen Schicht der Erde 
liegt, dass der Mittelpunkt der Cylinderdeckfläche mit dem Mittel- 
punkte von fi zusammenfällt. 

Es soll I. ermittelt werden , wie sich die Anziehung A' , die das 
Gewicht dann erleidet, zu derjenigen, J^ verhält, welche es erleiden 
würde , wenn die ganze Erde , die als vollkommene Kugel vom Radius 
/J angesehen werden möge , die gleichförmige Dichtigkeit 6:= 5,6 

hätte; U. soll bestimmt werden, wie gross das Verhältniss —- für den 

Fall ist, dass E die Dichtigkeit des Quecksilbers = 14, r = eine halbe 
Stunde = 6000' , h = 100' und dass R = 860 Meilen = 860 . 24000' an. 
genommen wird. 

Lösung. Die Anziehung der gleichförmig dichten Erde auf die 
Masse (i an ihrer Oberfläche ist 
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{vergL vorige Aufgabe). 

Denkt man sich nun den oben angegebenen Cylinder heraus- 
genommen und den entstandenen Hohlraum mit der dichteren Erz- 
masse ausgefüllt, so hat man für die neue Anziehung (nach Auf- 
gabe 133) 

mithin ist 






II. Für die in der Aufgabe vorgeschriebenen Zahlenwerthe folgt 
Meraus 

A '*"9250r 

d. b. das üebergewicht beträgt so viel, als wäre die in der einen Waag- 

1 

schale liegende Masse u um - — — vermehrt worden. 
^ '^ 92501 
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Vorwort zum zweiten Theile. 



JDer erste Theil der vorliegenden Schrift hat in den Kreisen, 
für w^elche er bestimmt war, und von Seiten der Presse* eine so 
günstige Aufnahme gefunden, dass wohl auch der zweite auf 
solche hoflfen darf. Sein Erscheinen ist leider dadurch, dass 
ich krank war, verzögert worden. 

In den Aufgaben und Lösungen ist immer, wo nicht das 

d\i ci f 

Gegentheil ausdrücklich bemerkt wird, y = -^ ^ / — -jcky Q ^^^ 

constanter Querschnitt, s die unveränderliche Dichtigkeit, S die 
constante Dicke einer Flüche, t die vom Anfange der Be- 
wegung aus gezählte Zeit, (im V*°" Capitel) der von der An- 
fangslage aus gerechnete Drehvvinkel, 31 die Masse. Letztere 
wurde jedoch bei den Aufgaben der ersten drei Capitel stets 
gleich 1 vorausgesetzt. 

Die Bestimmung u. s. w. des Buches anlangend, verweise 
ich auf die empfehlende Vorrede, mit welcher mein hochver- 
ehrter Lehrer, der Herr Hofrath Prof. Dr. Schlömilch, 
den ersten Theil beehrt hat. 

Sofortige briefliche Mittheilungen über etwaige Mängel 
werden mich stets zu aufrichtigem Danke verpflichten. 

Dresden, im April 1871. 

A. Fuhrmann. 



* Literarisches Centralblatt, Jahrgang 1868; Griinert's Archiv für 
Mathematik und Physik, B.49; Allgemeine Literaturzeitung, Jahrg. XV; 
Zeitschrift, für Mathematik und Physik, Jahrg. XIII; etc. 
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Capitel I. 



Aufgaben ftber die geradlinige Bewegung eines 

freien Punlites. 



Erklärung. Bezeichnet v die Geschwindigkeit eines materiellen 
Punktes, s den von ihm zurückgelegten geradlinigen Weg, der von 
irgend einer bestimmten Anfangsstelle an gerechnet wird , ist femer Q 
die auf die Masseneinheit des Punktes wirkende Kraft , endlich t die 
von einem bestimmten Augenblicke an gezählte Zeit, so gelten bekannt- 
lich die Beziehungen 

ds 
und 

m 

Die Letzte derselben iSsst sich auch in den Formen 

und 

darstellen. 

Hierbei gilt Q fttr positiv , wenn es die Geschwindigkeit v zu ver- 
grössem strebt ; im entgegengesetzten Falle für negativ. 

Hat der sich bewegende Punkt nicht die Masse 1, sondern die 

Masse w, so ist die Kraft, welche die Geschwindigkeit v erzeugt, 

dv 
gleich 1»—. Sie wird bewegende Kraft genannt, während die auT 

die Masseneinheit wirkende beschleunißrende Kraft heisst. 

Fuhr ms an, Aufgaben a. d. aual. Mecbanik. II. 1 



2 Aufgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punktes. 

A. Gegeben eine Beziehung zwischen der be- 
schleunigenden Kraft Q und der Zeit /; ein- 
schliesslich: constant. 

Aufgabe 1. Ein Punkt bewegt sich in Folge der Einwirkung 
einer Kraft, welche proportional der Zeit zunimmt und zur Zeit 1 die 
Beschleunigung Ä* ertheilt (also z. B. in Folge des Gewichtes einer 
Wassernicnge , die sich durch Zufluss gleichmässig vermehrt). Die Be- 
wegung beginnt mit der Anfangsgeschwindigkeit c und erfolgt in einem 
nicht widerstehenden Mittel. 

Wie gross sind nach der Zeit t die Geschwindigkeit v und der zu- 
rückgelegte Weg s? 

Lösung. Die Gleichungen 1) und 2) der vorstehenden Erklä- 
rung liefern 

v=:c + ^hfi 
und 

Aufgabe 2. In einem widerstehenden Mittel bewegt sich zur 
Zeit von der Stelle Ä (Fig. 1) aus ohne Anfangsgeschwindigkeit ein 

j,. Punkt in Folge einer An- 

ziehung nach einem festen 

4 - ^ -^ ^ € Centrum C, welches im Ab- 

stände Ä C= a sich befindet. 
Die auf ihn wirkende beschleunigende Kraft (einschliesslich des Mittel- 
widerstandes) ist zu jeder Zeit t 

1) Q=a "^-- «"""^ iß cos ßt-a sinßt), 

wobei a, a und ß constante Grössen sind. 

Es soll ermittelt werden : 

I. wie gross die Geschwindigkeit v des Punktes zur Zeit t ist; 

II. in welcher Entfernung y er sich zu dieser Zeit vom Cen- 
trum C befindet; 

III. ob seine Bewegung identisch ist mit einer solchen, welche 
entsteht, wenn das Centrum C proportional der Entfernung 
anzieht und das Mittel proportional der Geschwindigkeit 
widersteht, oder, was dasselbe ist, wenn er sich in einer 
central durchbohrten Kugel in jenem Mittel bewegt. 
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Lösung. Man findet 



und 



2) r^a'^^-^^e-^^sifißt 



3) y = ^ f^-«' (a sin ßt+ßcos ßt). 



Nun gilt aber, wenn der Punkt sich in einer central durchbohrten Ku- 
gel bei obigem Widerstände bewegt , für die beschleunigende Kraft die 
Gleichung (siehe Aufg. 138 des ersten Theiles) 

in welcher k und k^ Constanten sind. Da 1) unter Beachtung von 2) 
und 3) leicht auf die Form 

gebracht werden kann , so erhellt , dass die in der Aufgabe vorgeschrie- 
bene Bewegung wirklich mit der in einer durchbohrten Kugel identisch 
ist und zwar mit derjenigen , bei welcher Ä* und k^ die Werthe «^ + ß^, 
bezüglich 2fc , haben. 



Aufgabe 3. Es soll mittelst der Gleichungen 1) bis 4) der vor- 
stehenden Erklärung der im luftleeren Räume senkrecht nach unten er- 
folgende Wurf untersucht werden und zwar unter Voraussetzung der 
ünrerSnderlichkeit der Schwere. 

L ösung. Wird die Anfangsgeschwindigkeit mit c bezeichnet und 
die Zeit t vom Beginne der Bewegung an gezählt , so liefern die ge- 
nannten Differentialgleichungen 

r = c + gt 

für die erlangte Geschwindigkeit, 

fftr den durchflogenen Weg und , wenn c gleich Null ist , 



v = j/2gs. 

Diese sehr bekannten Resultate werden für später folgende Aufgaben 
wieder gebraucht. 

Aufgabe 4. Wie Nr. 3, doch erfolgt der Wurf vertical auf- 
wärts. 

1* 



Aufgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punktes. 
L ö b u n g. Hier ergiebt sich 



s = 



2g 



C 

Man sieht hieraus, dass in dem Augenblicke T = — der aufwärts 

9 

geworfene Körper die Geschwindigkeit besitzt und das Herabfallea 
anfängt ; ferner , dass die erstiegene Höhe 5 = ä— ist, also (nach der* 



Lösung der vorigen Aufgabe) eben so gross wie diejenige, aus welcher* 
er herabfallen mttssto , um seine Anfangsgeschwindigkeit c zu erlangen.- 
Die beim Aufsteigen vorliegenden Geschwindigkeiten sind den. 
entsprechenden beim darauf folgenden Herabfallen überall gleich. 

Aufgabe 5. Das Abwärtsrollen auf der schiefen Ebene (ohne Ail— 
fangsgeschwindigkeit und ohne Widerstände) soll untersucht werden. 

Lösung. Es ist, wenn et den Winkel bezeichnet, welchen di^ 
Ebene mit dem Horizonte bildet, 

v=gt sin a 
und 

s^=^^gt^ sin a. 

Die Geschwindigkeit, welche der Punkt erlangt, indem er die ganz0 

Länge L der schiefen Ebene herabrollt, ist hiernach gleich j/2gLsina^ 
mithin eben so gross wie diejenige , die er erwerben würde , wenn er 
ihre ganze Höhe vertical herabfiele. 

Aufgabe 6. Ein Dach ABC (Fig. 2), von gegebener Spann- 
weite 2 h , soll so construirt werden , dass das Regenwasser in der kür- 

Pig 2. zesten Zeit auf demselben 

j. herabfliesst. Unter welchem 

^^'"^-^.^ Winkel a = BAD müssen 

' ; "-^ die Sparren gegen den Ho- 

jL^^ ^ -^(^ rizont geneigt werden? 

Lösung. Mit Benutzung der Lösung der vorigen Aufgabe findet 
man leicht, dass « gleich 45 Grad sein muss. 

Aufgabe 7. Von dem obersten Punkte A eines verticaJen Kreis- 
durchmessers AB ist eine Sehne -4 C nach einem beliebigen Peripherie- 
punkte gezogen ; von hier aus eine zweite nach dem untersten Punkte B. 
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Fig. H. 



ff 



Es soll bestimmt werden , in welchem Verhältnisso die Zeiten t^ , 
fg und ^3 zu einander stehen , in denen Ä (7, CB und A B von einem 
schweren Punkte durchlaufen werden. 

Lösung. Man findet leicht, ^^ = ^^ = h' ^^ ^^^ ^®^* j®^® ^®^ 
Sehnen in derselben Zeit durchlaufen wie der Durchmesser. 

Aufgabe 8. Mit einer gegebenen Rinne MN (Fig. 3) soll ein 
vorgeschriebener Punkt A durch eine andere Rinne AC ^o verbunden 
werden, dass ein in der letzteren ohne 
Widerstand herabrollender schwerer Punkt 
in der kürzesten Zeit von A nach MN ge- 
langt Die Lage der Rinne AC ist mit 
Benntzung der Lösung der vorigen Auf- 
gabe zu bestimmen. 

Lösung. Die Stelle C, an welcher 
die Rinne A C einmünden muss , ergiebt 
sich, indem man AB horizontal zieht und 
BC=BA nimmt. Dass AC dann wii-k- 
lich in der kürzesten Zeit durchrollt wird, 
tibersieht man leicht, wenn man beachtet, 

dass alle von A aus gezogenen Sehnen des in C die Rinne MN berüh- 
renden Halbkreises J. Cj C C^ D in gleich langen Zeiten durchfallen 
werden, wie die Lösung der vorigen Aufgabe lehrt. 



V 




Aufgabe 9. Bei der ohne Geschwindigkeit begiimenden Bewegung 
eines Punktes hängt die vom Anfange an gezählte Zeit t mit der be- 
schlennigenden Ejraft Q zusammen durch die Gleichung 

t = -:r arccos -tö» 
Je afr 

in welcher a und k Constanten sind. 

Es soll berechnet werden, wie gross die Geschwindigkeit v des 
Punktes in dem Augenblicke t ist; welchen Weg s er bis zu diesem 
Momente durchlaufen hat; wie die beschleunigende Kraft mit diesem 
Wege zusammenhängt und ob die Bewegung ebenso erfolgt, wie wenn 
.der Punkt in der centralen Bohrung einer homogenen Kugel vom Ra- 
dius a nur in Folge der Anziehung derselben sich bewegt und zwar von 
der Oberfläche aus , zur Zeit , ohne Anfangsgeschwindigkeit. 

Lösung. Die Gleichungen 1) und 2) der Erklärung liefern 

v = aksinJct^ 

6 == a ( l — cos k t) = 2a sln^ i- k t. 



6 Aufgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punktes. 

Hiernach ist 

Q = li^ (« - 5). 

Wirkt auf den Punkt nichts weiter als die Anziehung der in der Aiif- 
gabe genannten Kugel , so unterliegt er in der Entfernung s von der 
Oberfläche (nach Nr. 138 des ersten Theiles) der beschleunigenden 
Kraft K^ {a — s). Wenn also die Constanten K und k gleich sind , so 
sind es auch die beiden Bewegungen. 

B. Gegeben eine Beziehung zwischen der beschleuni- 
genden Kraft und dem durchlaufenen Wege s. 

Aufgabe 10. Eine materielle Gerade AB (Fig. 4) von der end- 
lichen Länge h wirkt anziehend auf einen Punkt P, welcher in ihrer 
Richtung liegt, aber ausserhalb ihrer Masse. Der Querschnitt der Ge- 
raden ist constant gleich q ; 
^'^- *• die Dichtigkeit derselben 

■4. ? ?. ? ebenfalls constant und zwar 

gleich s. Der angezogene 
Punkt befindet sich aar Zeit von dem Endpunkte B in dem Abstände 
BO = a. Die Anziehung erfolgt nach dem Newton'schen Gesetze , also 
proportional der Masse und umgekehrt proportional dem Quadrate der 
Entfernung. Die Bewegung beginnt von aus ohne Anfangsgeschwin- 
digkeit und geht unter alleiniger Wirkung der Anziehung der Geraden 
vor sich. Man soll berechnen, welche Geschwindigkeit v der Punkt er- 
langt hat nach Durchlaufung des Weges s; mit welcher (t;J er im 
Halbirungspunkte der Strecke BO und mit welcher (v<^ er in J5 an- 
langt. 

Lösung. Wenn sich der Punkt im Abstände y von B befindet, 
so ist (nach der Lösung der Aufgabe 126 des ersten Theiles^ die An- 
ziehung , welche die Gerade auf ihn ausübt , 

. Ich qz 

~y¥+y)' 

Hieraus folgt durch Benutzung der Gleichung 4) der Erklärung , dass 
in dieser Entfernung die Geschwindigkeit 



-/ 



2c^a(J}+y) 



vorliegen muss , in welchem Ausdrucke c die Abkürzung für kbq$ ist. 
Die, mit welcher er in der Mitte von OB anlangt, ist hiernach 
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id 






+ 26 



+ 6 ' 
und diejenige, mit der er in 5 ankommt, ist unendlich gross. 

Aufgabe U. Wie Nr. 10, doch soll sich die anziehende Gerade 
(Pig. 4) von B nach -4 zu ins Unendliche erstrecken. 

Lösung. Im Abstände ^ von B ist die Anziehung, welche der 
Punkt erleidet , 

y 

wobei c = ]cqe, 

Biess giebt für die Geschwindigkeit daselbst 



v = j/2cl^. 



y 

Sie ninmit also stets zu , erreicht im Halbirungspunkte der Strecke B 
den Werth 

v^ = y2cl2 

und ist unendlich gross , wenn der Punkt in B anlangt. 

Aufgabe 12. üeber dem Mittelpunkte G einer materiellen Kreis- 
linie, deren Eadius a ist, deren Dichtigkeit f und deren Querschnitt q 
constant sind, befindet sich zur Zeit ein Punkt P in dem (senkrecht 
zur KJreisebene gemessenen) Abstände c in Ruhe. Er wird von der 
Kreislinie nach dem Newton'schen Gesetze angezogen. 

Man soll bestimmen , welche Geschwindigkeit {v) dieser Punkt P 
besitzt, wenn er sich im Abstände y von C befindet, mit welcher {v^ 
er durch C hindurch geht und was aus den Werthen von v und v^ für 
die Natur der Bewegung folgt. 

Lösung. Die beschleunigende Kraft ergiebt sich unter Benutzung 
der Lösung der Aufgabe 128 des ersten Theiles. Sodann erhält man 



wobei B =:27taJcqe. 

Hieraus geht hervor , dass die Bewegung eine schwingende ist und 
zwar eine solche , bei welcher in C die (grösste) Geschwindigkeit 



«.-±^-(4-1) 



herrscht, wobei b den ursprünglichen Abstand des Punktes P von der 
Kreislinie bezeichnet. 
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Aufgabe 13. Wie Aufgabe 12 ; nur geschieht die Anziehung dur< 
eine materielle Kreisfläche vom Radius a, der constanten Dichti^ 
keit t und Dicke ^. 

Gesucht wird die Geschwindigkeit v des Punktes im Abstände 
vom Centrum und derjenige Werth , welchen sie an letzterer Stelle ej 
reicht hat. 

Lösung. Wie in den vorhergehenden Lösungen erhält man (unte 
Benutzung von Nr. 130 des ersten Theiles) 



v=.K\/{i/a^Jfy^-y)-{Va^ + (?-c), 



worin K die Abkürzung für 2 ^ttä* 6 g ist. 

Die Geschwindigkeit , mit welcher der Punkt im Centrum anlangi 
iht also 



wenn mit h sein ursprünglicher Abstand von dem Kreisumfange be 
zeichnet wird. 

Aufgabe 14. Auf der Achse eines homogenen, geraden, unendlicl 
langen Kreiscylinders befindet sich anfänglich ein Punkt im Abstände i 
von der Deckfläche in Ruhe. Der Cylinder zieht ihn nach dem Newton' 
sehen Gesetze an, hat den Radius c und die Dichtigkeit t. 

Man soll berechnen , wie gross im Abstände y von der Deckfläcb 
die Geschwindigkeit v ist und mit welcher {v^ der Punkt am Cylinde 
ankommt. 

Lösung. Mit Benutzung von Nr. 133 des ersten Theiles er 
giebt sich 






und 



v^ = K j/a 



j,+ cH^^±^^a^ 



in welchen Ausdrücken K = j/2nkB, 6 = j/a^ + c^ , ^ = j/i^ + y^ . 

Aufgabe 15. In einer central durchbohrten, massiven, homogene] 
Kugel bewegt sich ein Punkt unter alleiniger Wirkung der Anziehung 
welche nach dem Newton'schen Gesetze erfolgt. Die Bewegung beginn 
von der Oberfläche aus ohne Anfangsgeschwindigkeit. Wie gross sin( 
zur Zeit t die Geschwindigkeit v, die Mittelpunktsentfernung x unc 
welcher Art ist die Bewegung? 
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Lösung. Die Beschleunigung, welche die Kugelanziehung er- 
theilt, ist nach der Lösung der Aufgabe 138 des ersten Theiles bekannt. 
Mit Einfährung derselben erhält man zunächst 



wobei 2r' = -| TT Ä«, k der bekannte Anziehungscoefficient und a der 
Kngelradius. Dann folgt 

x = acos Kty 

v=^aKsinKt. 

Hiermit erkennt man die Bewegung als eine periodische. Die Zei- 
ten, zu welchen sich der Punkt an der Kugeloberfläche befindet, sind 0, 

■^,2^;:, 3 ^ u. s. f.; die, zu welchen er durch das Centnim geht, 

TL 9C 

0"=., Sjj^ u. s. w., also unabhängig von der (xrösse des Eadius. Die 
Geschwindigkeit, mit welcher der Mittelpunkt durchlaufen wird, »ist 

+ ajr. 

.Aufgabe 16. Ein Punkt , welcher sich im Abstände a von der 
Erdmitte befindet, fällt im luftleeren Räume. Da a, verglichen mit 
dem Erdhalbmesser r, sehr gross ist, so muss auf die Veränderlichkeit 
der Schwere Rücksicht genommen werden. Man soll fttr den ausser- 
halb der Erde stattfindenden Fall berechnen 

I. wie gross die Geschwindigkeit v ist, welche der Punkt er- 
langt hat , nachdem von ihm der Raum s durchfallen wurde 
und mit welcher Geschwindigkeit Y er an der Erdoberfläche 
ankommt, wenn seine Bewegung von der Ruhe aus beginnt ; 
n. in welcher Zeit t er die Höhe s durchfallt und wie viel Zeit T 

er braucht, um bis zur Erde zu gelangen; 
in. welche Geschwindigkeit er zur Zeit t erreicht hat und wel- 
chen Weg er während dieser Zeit durchfällt. 
Lösung. 

I. So lange sich der Punkt ausserhalb der Erde befindet , ist die 
-Ziehung, welche er erleidet (Nr. 138, IV, im ersten Theile), umge- 
kehrt proportional dem Quadrate der Entfernung , nämlich 



1) Q = 9 



ri 



(« - sf • 
Hieraus folgt ohne Schwierigkeit 

2) ^=y^^^ 



(a-5) 
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und 



3) 



f=/2,ä;-;-^, 



/ V 



Fig. 6. 

:::e 

\ 
\ 
\ 

> 



8 



wenn mit h die ganze durchfaU 
bezeichnet wird. Kann h geg 
nachlässigt werden, so liefert 
Gleichung die sehr bekannte (v^ 
gäbe 3, Gleichung 3) 



I 
I 

Es ist also die Geschwinc 
■^ immer kleiner als diejenige (F 

erlangt wird, wenn die Schw 
all so gross ist, wie an der 
fläche. 

II. Bei Bestimmung der Zeit i kommt man auf die Di 
gleichung 



y^JZlas^rj/^-^dt. 



Für die Integration derselben empfiehlt sich die Einführ 
Hilfswinkels ö mittelst der Substitution 



4) 
Sie liefert 

5) 



s^=asiv? ^ 6, 



a — s = a cos^ ^ d , 



was sich , als a — 5 = -^ + -^ Cö5 , in Fig. 5 leicht geometris 

lässt. Nach Ausführung der Integration entsteht 

6) f = Ä;(ö + 5^t^0), 

wobei 



7) 



2rf^ 2g- 



Aus 4) und 5) folgen sin ^ d und cos ^ d. Damit hat r 
sin d und erhält 

[2 2 1 

— Ysia — s) + aresin —]/s{a — s) L 
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was auch in der Form 

Ax . 2Ä*r ,—. r . a a—2s\ 

9) ^ = — K^ (<* -~ ^) + O" 0XCCO8 r 

gegeben werden kann. 

Die Zeit , in welcher der Punkt bis zur Erdoberfläche herabfällt, 
ist hiernach 

10) T= — h/(o — r)r+ö«^cco5 . 

• 

in. Will man für einen bestimmten Augenblick t die Geschwin- 
digkeit und die durchfallene Höhe haben , so muss man aus der trans- 
cendenten Gleichung 6) zunächst 9 berechnen. Hat man dieses, so ist 
s durch 4) und 5) bekannt ; dann aber auch v durch Gleichung 2). 

Aufgabe 17. Mit welcher Geschwindigkeit c,, muss ein Körper 
(Punkt von der Masse 1) vom Monde aus nach der Erde geworfen wer- 
den, wenn er bis an diejenige Stelle zwischen beiden Himmelskörpern 
gelangen soll , an welcher die Anziehungen beider gleich sind , bei deren 
geringster Ueberschreitung er also nicht auf den Mond zurück , sondern 
auf die Erde fäUt? 

Gegeben wird Folgendes : 

Mondmasse jn = ^ der Erdmasse m ; 

Mondradius ß = i^ des Erdradius r; 

Abstand der Mittelpunkte e = 60r; 

20000000 ^^ ^ 
Erdhalbmesser r = Meter ; 

Anziehung der Erde auf die Masse 1 an ihrer Ober- 
fläche : g = 9,809 Meter. 
Lösung. Für die Beschleunigung, welche der Körper erleidet, 
nachdem er sich um s von der Mondoberfläche entfernt hat , findet man, 
^eü das Newton'sche Gesetz gilt. 



Q = 



{e-Q-sf i^ + sf- 



Die nach 4) der Erklärung hieraus folgende Differentialgleichung 
liefert 

Wobei z^=Q-\-s und c die Anfangsgeschwindigkeit. 
Diess giebt schliesslich 

c^^ = 2275 Meter. 
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Aufgabe 18. Eine Kraft, welche umgekehrt proportic 
dritten Potenz der Entfernung abstösst, hat ihren Sitz in einer 
Centrum 0, Ein im Abstände a befindlicher Punkt A erhält e 
fangsgeschwindigkeit c in der Richtung von A nach 0. Dann 
er sich offenbar bis zu einer gewissen Stelle J5, an welcher er i 
und rückwärts läuft. Man soll bestimmen : 

I. Für die Vorwärtsbewegung (von A nach zu) 

«) die Geschwindigkeit v als Function des Abstandes : 
j3) den Abstand x als Function der Zeit ^; 
y) die Entfernung h des Umkehrpunktes B von 0; 
S) die Zeit tf, , welche der Punkt braucht , um von A 
zu gelangen. 
IL Für die Rückwärtsbewegung (von B nach A zu) 

ci) die Geschwindigkeit w als Function des Abstandes i 
ß) den Abstand y als Function der Zeit ; 
y) desgleichen w ausgedrückt durch die Zeit. 
III. Die wichtigsten aus den abgeleiteten Gleichungen s 

gebenden Folgerungen. 
Lösung. I. Ohne Schwierigkeit ergiebt sich für die V( 
bewegung 

Via? (? + W) x^ - a2 W i/tC' x' - «2 ic^ 

1) i; = -^ = , 

ax ax 

wobei k^ die Intensität der abstossenden Kraft für die Einheit c 
femung. 
Ferner 



^) x = ^-^ ; 

3) ^>=^^ 

4) U='^. 

IL Ebenso folgt für die Rückwärtsbewegung 



5) io = -^ 

by 



6) y^ ^ ; 

7) w== ,^ 
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Hierbei ist die Zeit in I. von dem Augenblicke an gezählt , zu welchem 
in ii die Bewegung beginnt; bei II. aber von dem Momente an , zu wel- 
chem in B das Bückwärtslaufen eintritt. 

m. Aus diesen Gleichungen ist leicht zu ersehen, daäs die Be- 
wegungserscheinungen beim Vorlaufe dieselben sind wie beim Rück- 
laufe, nur in entgegengesetzter Folge. Die Greschwindigkeit bei der 

k 
Bückw&rtsbewegung nähert sich der Grenze - , was man sofort erkennt, 

wenn man in 7) f gleich oo nimmt , nachdem man vorher passend um- 
geformt hat. 

Aufgabe 19. Ein beweglicher materieller Punkt wird von einem 
in der Entfernung a befindlichen Centrum C umgekehrt proportional 
der Quadratwurzel aus dem Abstände angezogen. Die Bewegung be- 
ginnt ohne Anfangsgeschwindigkeit und endigt in C. Es soll berechnet 
werden 

I. die Geschwindigkeit v des Punktes im Abstände x von C; 
n. diejenige ( F) , mit welcher er in C anlangt ; 
HL die Zeit f , nach deren Verlauf er um x von C absteht; 
rV. die andere ( T) , zu welcher er daselbst ankommt ; endlich 
V. diejenige {t^ , um welche er die Geschwindigkeit v^ besitzt. 

Lösung. Bezeichnet k^ die Intensität der Anziehung im Ab- 
stände 1 , so ist 



V=2k^ä, 

^ = 3^(2 j/ä + /^) y/j/ä-^j/x, 



_12y/aF-V 
I2k< 



j.^ y lA, ,v c/j 



Aufgabe 20. In einem festen Mittelpunkte M wirkt eine pro- 
portional der w*®^ Potenz der Entfernung anziehende Kraft. Ihre In- 
tensität ist im Abstände 1 gleich k. Ein materieller Punkt, welcher 
von M um a absteht, besitzt zur Zeit eine nach M gerichtete An- 
fangsgeschwindigkeit c. Welche Geschwindigkeit v hat er , nachdem er 
floch um die Strecke x vom Mittelpunkte entfernt ist? Mit welcher (7) 
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langt er in If an? Wie gross muss sein anfänglicher Abstand a 
wenn er mit der vorgeschriebenen Geschwindigkeit u in M eii 
fen soll? 

Lösung. Für n ^ — 1 ist 



und 



r n+ 1 ^ 



=/»-TI«" 



+ '+C«. 



Der bewegliche Punkt muss also den ursprünglichen Abstand 

haben , wenn er mit der Geschwindigkeit u in M anlangen soll. 
Für n = — 1 hingegen erhält man 



. = /2.j|- 



und 

7=00. 

In diesem Falle trifft also der sich bewegende Punkt immei 
unendlich grosser Geschwindigkeit in M ein , aus welcher Entfer 
er auch kommen mag. 



Aufgabe 21. Zwei frei bewegliche Punkte , deren Massen m 
züglich n sind, befinden sich anfänglich in dem gegenseitigen 
stände a in Ruhe und ziehen sich nach dem Newton'schen Gesetz 
Berechnet soll werden 

I. die Zeit t, nach welcher sie die gegenseitige Entferni 

(<^ a) haben; 
II. diejenige (T) , um welche sie zusammentreffen ; 
m. die Grösse ihrer Entfernung z zu einer bestimmten , in S 

den gegebenen Zeit t ; 
IV. die Längen der Wege x , bezüglich y , die von den b 

Punkten während dieser Zeit durchlaufen worden sind. 
Lösung. I. Versteht man zunächst unter a? und«/ die zu 
ganz beliebigen Zeit t zurückgelegten Wege, so hat man, wie leic 
übersehen ist, 
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und 

als Differentialgleichiingen der Bewegung. 

Aus dem zwischen a, x^ y und z bestehenden Zusammenhange folgt 

hiermit 

d^z Ä- (m+w) 

oder 

/ ci je?' = — A* (m + n) — r . 

Integrirt man und beachtet, dass / = — (v + «?) ist (wenn mit v 
und w die zur Zeit t vorliegenden Geschwindigkeiten der beiden Punkte 
bezeichnet werden), so entsteht 



j' = - 7/ ^^'(^ + ^ ) -j/^ 



z 
z 



Wird bei der nun folgenden Integration die Sustitution 

3) £f = a co^ \ 6 

benutzt und die Constante durch Eücksicht auf den Anfangszustand be- 
stimmt, so ergiebt sich leicht 

4) + ,i„0=lx/?*M±5<, 

a r a 

also 

Hiermit ist die Frage I beantwortet , denn der in 5) vorkommende 
ffilfswinkel ist durch 3) oder durch 

« 

6) ö = 2 arccos 1/ — 

oestinamt. 

n. Das Zusammentreffen erfolgt [nach 5)] zu der Zeit 

7) T^—l/ ^ 

^ 2 y 2h{m + ny 

ni. Die Entfernung z.^ in welcher sich die Punkte zu einer be- 
stimmten, in Secunden gegebenen Zeit t befinden, ergiebt sich, indem 
man aus der transcendenten Gleichung 4) zunächst 6 berechnet , nach- 
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dem vorher für t die Secundenzahl eingesetzt worden ist. Mit hat man 
dann auch z^ nämlich durch Nr. 3). 

IV. Ist bekannt, so ist es auch 
8) x + y = a — z. 

Eine Zweite Gleichung mit x und y folgt aus 1 ) und 2) , nach welche» 

d^x cPy 



m 



n^ = 0. 



Da hier die linke Seite ein vollständiges Differential ist, so kam-iai 
man ohne alle Schwierigkeit zweimal integriren und erhält (indem ma^— n 
die Constanten mit Rücksicht auf den Anfangszustand bestinunt) 

9) mx = ny. 

Diese, das Gesetz 

()' : y = n : m 

ausdrückende Gleichung giebt mit 8) zusammen 



und 



10) x= -'' — {a-z) 



11) y=z--(a — z). 



Da nun, nach 3), 

a — z = a sin^ ^ 

ist, und für ein in Secunden gegebenes t aus 4) berechnet werdefl 
kann , so hat man hiermit auch x und y zu dieser Zeit. 

Aufgabe 22. An den Enden Ä und B einer Geraden von der 
Länge a befinden sich zwei Punkte , welche die Massen m und n haben, 
ursprünglich in Ruhe. Sie ziehen sich proportional den Massen und 
umgekehrt proportional den dritten Potenzen der Entfernungen an. 

I. Welchen Weg x hat der erste Punkt nach Verlauf der Zeit t 
zurückgelegt und welchen Weg y der zweite? 

n. Zu welcher Zeit T treffen die Punkte zusammen und w o erfolgt 
der Zusammenstoss ? 

Lösung. I. Als Diiferentialgleichimgen der Bewegung hat 

man hier 

(/ V k n 

1) ^'T-.=- 



2) w 



dx {n — x-^yf 

div l'm 

dy "'{a — x—yf 
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bei V und w dieselbe Bedeutung haben , wie in der Lösung der vori- 
1 Aufgabe. 
Wie dort ergiebt sich , 

3) mx = ny, 

3raus folgt zunächst 



__ n j/lc j/2 anx — (m + n) x^ 
a an — (m'\-n)x 



i nachher 



n 



;liin 



4) x==—, — — . [a^-j/a!' -h (m +n)tn', 
^ a{m-\-n) ^ '^ \ • / j 7 






II. Der Zusanamenstoss ereignet sich zu der Zeit 
6) T = 



€? 



j/k (m + w) ' 

den Abständen — ; — von Ä und — ; — von B . 

m + n m + n 

Aufgabe 23. Wie Aufgabe 22 ; doch ist die Anziehung irgend eine 
Lnction der Entfernung, also nf (a—x—y), bezüglich mf{a—x—y). 
jfragt wird 

I. Welche Beziehung besteht zwischen den beiden Geschwindig- 
iiten V und w, die die zwei Punkte zur Zeit t besitzen? 

II. Welche zwischen den von ihnen zurückgelegten Wegen x und ^? 
in. Wie lässt sich die gegenseitige Entfernung ;ef der Punkte und 

ie lassen sich x und y als Functionen von ^v bestimmen? 

IV. Was ergiebt sich aus den unter I bis III gefundenen Eesul- 
ben für den Fall , dass die Anziehung a) umgekehrt proportional dem 
ladrate, ß) dass sie umgekehrt proportional der dritten Potenz der 
itfernung ist? 

Lösung. Auf dem in den Lösungen der Aufgaben 21 und 22 
igeschlagenen Wege findet man ; 

l! Die Geschwindigkeiten verhalten sich stets umgekehrt wie die 
ussen (v:w^=n:m). 

IL Ebenso die zurückgelegten Wege x und y, 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. aual. Mechanik. II. 2 
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III. Wenn a — x — y mit z und f f (/) dz mit tp (z) bezeichnet 
wird, so ist immer 



z = j/2{m + n)[C--q>{z)] , 
also 

dz 



L 



= K'2(»» + «)< + Ci, 



VC- q> {Z) 
daher 

z = ^{t), 
das ist 

x + y = a--i\) it). 

Unter Benutzung des in II enthaltenen Satzes folgt hieraus 

x = —j—[a — '^{t)], 

IV. In den genannten speciellen Fällen liefern die unter I bis 
entwickelten Eesultate Das , was in den Lösungen der beiden vorhe 
gehenden Aufgaben angegeben worden ist. 



Aufgabe 24. In einer Flüssigkeit bewegt sich ein materiell^^^'^ 
Punkt zufolge eines Stosses , den er zur Zeit erhalten und der ihm dX- ^ 
Geschwindigkeit c ertheilt hat , in solcher Weise , dass immer der yo ^^ 
ihm zurückgelegte Weg 

kc-W 



5 = 



k^ 

ist , in welchem Ausdrucke W den veränderlichen Widerstand des MiC?^ 
tels bedeutet und k eine von der Natur des letzteren abhängende Con.^ 
staute. Ausser TF wirkt auf den Punkt keine Kraft. Man soU berechnen 

I. welche Geschwindigkeit v er besitzt nach dem Durchlaufen des 

Weges 5; 
II. in welcher Weise der Widerstand W von der Geschwindigkeit v 
abhängt. 

Lösung. Es ergeben sich die Gleichungen 

v = c— ks 
und 

W=kv, 
welche sehr einfache Sätze aussprechen. 



Aufgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punkte». 1 9 

C. Gegeben eine Beziehung zwischen der beschleu- 
nigenden Kraft Q und der Geschwindigkeit v. 

Aufgabe 25. Ein materieller Punkt wird mit der Anfangs- 
geschwindigkeit c in eine Flüssigkeit gestossen , welche der Geschwin- 
digkeit proportional widersteht. Es wirkt auf ihn keine andere Kraft, 
als dieser Widerstand. Die entstehende Bewegung soll untersucht 

werden. 

Lösung. Setzt man den für die Cresch windigkeit 1 vorliegenden 
Widerstand gleich Ä;, so ist der nach der Zeit t durchlaufene Weg 

1) ,=|(i_,-H), 

c 
nähert sich also bei unendlich wachsendem t der Grenze — . I^ie zur 

K 

Zeit / herrschende Geschwindigkeit ist 

2) v=^ce-^'. 

Der Punkt bewegt sich mithin immer langsamer , bleibt aber erst nach 
unendlich langer Zeit stehen. Nach 1) und 2) hat man auch noch die 
leicht in Worte zu fassenden Beziehungen 

3) s^^- 

und 

4) v = c — 1:s, 

Aufgabe 26. Zur Zeit Null hat eine kleine Kugel (Punkt von der 
^asse 1) , welche sich in einem widerstehenden Mittel bewegt , die An- 
fengsgeschwindigkeit c, jedoch noch keinen Weg zurückgelegt. Der 
Widerstand, die einzige auf die Kugel wirkende Kraft, ist dem Qua- 
drate der Geschwindigkeit v proportional und besitzt für v gleich 1 den 
Werth k. Zu bestimmen sind 

I. die Geschwindigkeit v der Kugel zur Zeit /; 

II. der um diese Zeit zurückgelegte Weg s ; 

III. die Beziehung zwischen v und s ; 

IV. diejenige Zeit t^ , zu welcher die Geschwindigkeit w herrscht ; 
V. die Grössen von r und 5 nach unendlich lauger Zeit. 

Lösung. Ohne alle Schwierigkeiten erhält man 

c 
^'^1 + ckt' 
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1 , 


s 


-jl{l + ckt), 




1 7^ 


s 


— — Z— , 




k v' 


fi 


c — u 


cku ' 


^OO 


-0, 


S^ 


GO. 



Das letzte Resultat verdient sehr , mit dem entsprechenden der vorher- 
gehenden Lösung (Aufg. 25) verglichen zu werden. 

Aufgabe 27. Der Widerstand ist der Geschwindigkeit v umge- 
kehrt proportional ; sonst Alles wie bei der vorigen Aufgabe. Auch soU 
die Bewegung in demselben Umfange untersucht werden. 

Lösung. Sehr leicht ergiebt sich 

v = j/c^ — 2kt, 
s = l-{(^^y(^-2kt^). 



3k 



c^ 



m ' — 

Beide Ausdrücke sind nur reell, für t ^ttt- 

~ Jk 

Ferner 
und, bei derselben Bedeutung wie in der Lösung der Aufgabe 26, 



c^ — u^ 



*^~~ 2k 
Zu der Zeit 



2k 



bleibt die Kugel stehen und hat dann den Gesammtweg 

et ^ 

zurückgelegt. 

Aufgabe 28. Die auf einen materiellen Punkt wirkende beschleu- 
nigende Kraft ist 

Q=j/2kJ^'^^, 

wobei c die Anfangsgeschwindigkeit und k eine gegebene Constante. 
Der zurückgelegte Weg 5, die erlangte Geschwindigkeit v und die be- 
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schleunigende Kraft werden als Functionen der vom Bewegungsbeginne 
an verflossenen Zeit t gesucht. 

Lösung. v=^c + ^kt^'^ s = ct + ^kfi'^ Q=z]ct, also der Zeit 
proportional. 

Aufgabe 29. Wie Aufg. 26 ; der Widerstand ist aber der w*®*^ Po- 
tenz der Greschwindigkeit proportional; n wird grösser als 2 voraus- 
gesetzt. Gesucht werden v und s als Functionen von t ; die Beziehung 
zwischen v und s ; die zum Durchlaufen des Weges s nöthige Zeit. 

Lösung. Die zur Zeit t herrschende Geschwindigkeit ist 

1 

V = [c^-» — (l _. w) Jcty-"" ; 
der um diese Zeit zurückgelegte Weg 

* = (2^ 1^'"" - 1^'"" - (1 - ") ^"^]'~" 
Die zwischen Geschwindigkeit und Weg bestehende Beziehung lautet 

(2 — w) A; 

Es Hegt mithin nach dem Durchlaufen des Weges s die Geschwindigkeit 

1 

vor und wird für denselben die Zeit 

gebraucht. 

Diese Formeln auf einige specielle Fälle anzuwenden und dann 
näher zu untersuchen , kann empfohlen werden. 

Aufgabe 30. Unter dem Einflüsse einer im Sinne der Anfangs- 
geschwindigkeit wirkenden constanten beschleunigenden Kraft a bewegt 
sich ein Körper (Punkt von der Masse 1) in einem Mittel , welches der 
Geschwindigkeit v proportional widersteht. Für «; = 1 ist die Intensität 
des Widerstandes = h ; zur Zeit ist -y = c und noch kein Weg zurück- 
gelegt. Man soll berechnen 

I. nach welcher Zeit t der Körper die Geschwindigkeit v haben 

wird; 
II. wie sich v als Function von t ausdrücken lässt und ob die Be- 
wegung nach und nach in eine gleichförmige übergeht; 
ni. wie gross der zurückgelegte Weg s nach Verlauf der Zeit t ist ; 
IV. welche Beziehung zwischen v und s besteht, 
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Lösung. Die Geschwindigkeit r besitzt der Körper zu der Zeit 

h a — bc 

Hieraus folgt 

it — in — bc' r"* ' 

woraus man ersieht, dass die Bewegung sich mehr und mehr einer 
gleichförmigen mit der Geschwindigkeit - nähert. 



Ferner ist 



und 



.sj = — [a ht - la - bc. .,1 — t-*')] 



,=J_[^,_,,+«/|?_J:;]. 



Aufgabe 31. Wie Aufg. 30; nur mit dem Unterschiede, dasö 
die Kraft a in dem der Anfangsgeschwindigkeit entgegengesetzten Sinn.^^ 
wirkt. Vor- und Rücklauf des Körpers sind zu untersuchen. 

Lösung. Die Vorwärtsbewegung erfolgt so , dass zu der voacr». 
Beginne an fi^ezählten Zeit t die Geschwindigkeit immer 

1) .= 

ist. Der Körper bewegt sich also immer langsamer imd bleibt in denc»- 
Augenblicke 

^ a 

stehen , um sogleich den Rückweg anzutreten. Während desselben wirkt 
die Kraft a nicht mehr verzögernd, sondern beschleunigend und ertheilt 
in der vom ümkehrmomente an gezählten Zeit t die Geschwindigkeit 

3) .= ^ , 

welche sich mehr und mehr der Grenze -7- nähert, so dass also der Körper 

nach und nach sich gleichförmig bewegt. Wenn abermals die durch Glei- 
chung 2) bestimmte und für den ganzen Vorlauf nöthig gewesene Zeit t^ 
verflossen ist, herrscht die Geschwindigkeit 

a 
welche, wie man sofort sieht, von c übertroffen wird. 
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Während der Vorwärtsbewegung legt der Körper in der Zeit t im- 
mer die Strecke 



s=. — [{a + bc)il-e-^')-aht] 



zurück: im Granzen also den Weg 

1 / a + hc\ 

Bei dem Rückläufe hingegen ist nach der vom ümkehrmomente an ge 
rechneten Zeit t 

s = ^(&< + e-*'-l). 
Die zwischen v und s bestehenden Beziehungen sind 

bezüglich 

¥ \ a — hv ) 

Aufgabe 32. Aus einer Höhe, welche nicht so bedeutend ist, 
dass die Veränderlichkeit der Schwere berücksichtigt werden muss. 
Mit ein Körper ohne Anfangsgeschwindigkeit nach der Erde zu. Der 
Widerstand der Luft ist dem Quadrate der Geschwindigkeit v propor- 
tional, und der fallende Körper wird als ein mit der Masse 1 versehener 
Punkt vorausgesetzt. 

I. Welche Geschwindigkeit v ist nach der Zeit t erlangt und welche 
Strecke s während dieser Zeit durchfallen worden? 

n. Wie gross ist die beim Durchlaufen des Weges 5 erworbene 
Geschwindigkeit v und welche Höhe h muss durchfallen werden , wenn 
eine vorgeschriebene Geschwindigkeit u erlangt werden soll ? 

in. Welche Zeit T braucht der Körper, um aus der Höhe 8 herab- 
zufallen? 

rV. Wie lassen sich aus den unter I und II gefundenen Gleichun- 
gen diejenigen herleiten, die (nach der Lösung der Aufgabe 3) dann 
gelten , wenn der Luftwiderstand vernachlässigt werden darf? 

Lösung. I. Es wirken auf den Körper die Beschleunigung g der 
Schwere und der Widerstand \», y^. Wird 

^ 1) -^ = ^2 
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gesetzt, so ist 

_ 1 efffct_^-gkt 

Die Bewegung nähert sich also mehr und mehr einer gleichförmigen 

mit der Geschwindigkeit — , das ist X^ — . 

Ferner ergiebt sich 

1 e^« + e-^ 

IL Aus der Höhe s kommend , hat der Körper die Greschwindigkeit 



4) t; = -f /l-e-'s'*'«; 

mithin muss man ihn durch 

1 1 

5) /^^ÖTT^^ 



herabfallen lassen, wenn er mit der Endgeschwindigkeit u auftref- 
fen soll. 

III. Die zum Durchfallen der Höhe 8 nöthige Zeit ist 



IV. Wenn kein Luftwiderstand vorliegt, so ist [nach Gl. 1)] Ä; = 0- 
Damit nimmt das durch Gleichung 2) bekannte v zunächst die unbe- 
stimmte Form -pr an. Differenzirt man aber Zähler wie Nenner einzeln 

nach 7c und setzt dann letzteres = , so entsteht 

v = gt, 

wie in der Lösung der Aufgabe 3. Zu demselben Resultate kann man 
auch gelangen, wenn man in Gleichung 2) die bekannten Reihen für 

_ und ■ ^ anwendet, welche für jedes endliche x gelten. 

Der durch 3) gegebene Werth von 5 nimmt für A; = ebenfalls 
die Form -jr- an. Wird Zähler und Nenner nach k differenzirt , so ent- 
steht 



{cffkt_^_ß-ffkty2]^^ 
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ids , wenn man Ä = setzt, nochmals ^r giet)t. Abermalige Wieder- 
loliing des bekannten Verfahrens liefert 

Dasselbe ergiebt sich bei Anwendung der Reihe für l 1^ . 

Auf Gleichung 4) , welche sich auch 

schreiben lässt, angewendet, liefert das mehrbenutzte DifferenziiTer- 
fahren . 

ilso 



u = }/2gh, 

^ie in der Lösung der Aufgabe 3. 

Dasselbe ergiebt sich bei Anwendimg der Reihe 

l{\ — x)=^ — \x — ^x^ — \x^ — , 

^i'en Giltigkeitsbedingung 

-l^a;<+l 

'J^füllt ist , weil [nach Gl. 3)] h u immer kleiner als 1 sein muss. 

Aufgabe 33. Von der Erdoberfläche aus wird ein Körper (Punkt 
von der Masse 1) mit der Anfangsgeschwindigkeit c senkrecht in die Höhe 
geworfen. Der Luftwiderstand ist (wie bei Aufg. 32) dem Quadrate der 
Geschwindigkeit v proportional und für die Einheit derselben gleich fi. 
Die Schwere wird als lAiveränderlich angesehen. 

I. Wie gross sind beim Aufsteigen v und 5 nach der Zeit t und 
welche Beziehung besteht zwischen beiden V 

IL Welche Zeit T braucht der Körper, um bis zum höchsten 
Punkte seiner Bahn zu gelangen? 

111. Welche Höhe S ersteigt er im Ganzen? 

rV. Wie lassen sich aus den unter I gefundenen Werthen von v 
und s diejenigen herleiten, welche im nicht widerstehenden Mittel 
gelten? 

V. In welchem Verhältnisse steht die Geschwindigkeit v^ , mit der 
der Körper, von der höchsten Stelle herabfallend, wieder unten an- 
langt, zu der Anfangsgeschwindigkeit c? 
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VI. Wie verhält sich die zum Herabfallen aus der grössten Höhe 
nöthige Zeit T^ zu derjenigen T, welche zum Aufsteigen gebrauchfc 
wird? 

Vn. Auf welche Weise lässt sich der Widerstandscqefficient fi be- 
stimmen, wenn man die Anfangsgeschwindigkeit c kennt und die Zeit, 
welche verstreicht, bis der Köo-per wieder auf der Erde ankommt? 

Lösung. I. Unter Beibehaltung der in der Lösung der vorher- 
gehenden Aufgabe benutzten Abkürzung 



ergiebt sich 



=/7 






1 ck — tangkt 



k ' l-{- cktangkt 



oder auch 



1 ckcosgkt — singkt 

k cos gkt-^-ck singkt' 



Ferner 



1 



gk' 



und 



l {cos gkt-^- ck singkt) 



1 l + k^c^ 

V 



2gk^ 1 + k^v^' 
II. Die bis zum Aufsteigen an die höchste Stelle nöthige Zeit ist 



T= -rrarctankc: 
gk 



III. die Steighöhe 



S 



= ^.Ki+^V) 



IV. Im nicht widerstehenden Mittel ist Ä; = 0. Damit nehmen die 

für V und 5 gefundenen Gleichungen zunächst die unbestimmte Form •« 

an. Wendet man , unter gleichzeitiger Benutzung passender Umgestal- 
tungen , die bekannte, für die Bestimmung der Werthe derartiger Aus- 
drücke geltende Regel der Differentialrechnung an (vergl. IV der 
vorigen Lösung) , so ergeben sich ohne nennenswerthe Schwierigkeiten 
die unter Aufgabe 4 stehenden Gleichungen. 

V. Durch Benutzung von 11 der vorhergehenden Lösung ergiebt 
sich , dass der Körper mit der Geschwindigkeit 
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Vr = 



auf die Erdoberfläche zurückfallt. Dieselbe ist also kleiner wie die An- 
fangsgeschwindigkeit c, mit welcher er aufstieg und verhält sich zu 

letzterer wie 1 zuj/l + l^c^. 

VI. Ebenso erhält man durch Ajiwendung der unter III in der 
Lösung der Aufgabe 32 entwickelten Gleichung den Ausdruck 

T, = -^likc + /! + ¥?) 

als die zum Herabfallen von der höchsten Stelle nöthige Zeit. Daher gilt 



T : Ti = ardan kc:l(kc + y\ + k^ c^). 

Setzt man ä:c = ^, so kann ardan J als die von bis | gerechnete Fläche 
der Cui*ve 

1 



V = 



1+r 
a-ngesehen werden; ebenso l (| + ]/l + l^) ^Is die der Linie 

1 

Vi 



//1 + |2 
Da nun 



so ist ri<^Vii mithin auch T< 2\. Für das Hinaufsteigen ist daher 
weniger Zeit erforderlich, als für das Herabfallen von der höchsten 
Stelle. 

VII. Aus der Gleichung 

1 



T+ ^i=-T [ardan Jcc + l{kc + j/l +k^ c^)] 

lässt sich, weil alles Uebrige bekannt ist, k bestimmen; man hat also 
auch fi , weil ft = l^g. 

Aufgabe 34. Unter den in den Aufgaben 32 und 33 vorausge- 
setzten Umständen fällt ein Körper aus der Höhe s^ auf eine Unterlage, 
die ihn, wegen vollkommener Elasticität, mit der Auf treffgesch windig- 
keit wieder nach oben wirft. Er ersteigt in Folge dessen die Höhe 5^ , 
fäUt aus dieser wieder herab , wird abermals hinauf geworfen , ersteigt 
die Höhe s^ u. s. f. u. s. f. . Man soll mit Benutzung der Lösungen der 
genannten beiden 'Aufgaben die Höhen s^^ s^^ , , . , Sn durch s^ aus- 
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drücken und auch angeben , wie gross dieselben sind , wenn s^ unen 
lieh ist. 

Lösung. Setzt man 2gk^ =^ k, so ergiebt sich 

1 /2e*«»-l 

^^ = — ^ Zi — » 



•%== — l 



1 , 3e'^i-2 
x 2c*«i ~ 1 



u. s. f. , also 



1 , ne^^ —(n—1) 



7i (n-\)e^^i'-{n-2) 



Wenn die erste Höhe (s^) unendlich ist, so sind doch alle folgenden 
endlich, nämlich 

s, = -l2, 



u. ö. f.; allgemein 



X 



Q — _ 7 3 



/ 1 , n 



K n— 1* 



Aufgabe 35. Ein Eisenbahnzug, welcher das Gewicht P be- 
sitzt, bewegt sich von einem Punkte Ä aus auf einer schiefen Ebene, 
die unter dem Winkel a gegen den Horizont geneigt ist. Er hat die An- 
fangsgeschwindigkeit c, und es wirkt die constante Zugkraft Q in der 
Richtung der Bewegung. Der gesammte Luftwiderstand ist Kv^; der 
Reibungscoefficicnt f = tan ß , wobei ß der Reibungswinkel. Für die 
Thalfahrt und für die Bergfahrt sollen bestimmt werden 

a) die Geschwindigkeit v des Zuges zur Zeit ^; 

h) der von ihm zu dieser Zeit durchlaufene, von A aus gerech- 
nete Weg 5; 

(•) die beim Zurücklegen der Strecke s erlangte Geschwindig- 
keit y; 

(J) die aus den erhaltenen Gleichungen sich ergebenden wichtig- 
sten Folgerungen, besonders auch diejenige Zugkraft, welche 
zur Herstelhmg einer gleichförmigen Bewegung nöthig 
sein würde. 
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Lösung. Ä. Die ThcUfaJirt, 

Als Differentialgleichung der Bewegung ergiebt sich 

n dv__gK \ Q + P{sina — fcosa) A 

^^ dt'^ P \ K '' I • 

Es müssen daher die folgenden drei Fälle unterschieden werden. 
I*" Fall : ö + P {sin a — fcos «) > 

oder , weil /"= tan ß == — ^ ist , 

cos ß 

cos ß 

was flir a > jS stets stattfindet und für a <^ ß dann, wenn 

sin{ß-a) 

^^ cosß 

ist. 

Zur Abkürzung sei hier und in allen folgenden Fällen 

fetTier, doch nur in diesem ersten Falle, 

Q-\-T {sin a — fcos o) _ «, 
K "" • 

Dann liefert die Gleichung 1) 

• _ {h + c ) ^^'- {h - c) e-^ ^' 
^ - ^ "(ft + c) c*^'+ {h - c) e-*^' 

_ 1 {h + c)^^'+ {h - c) c-**' 
[ und 



Man erkennt hieraus Folgendes : 

Die Zuggeschwindigkeit v nähert sich der Grenze h, Ist c <C h, 
so wächst V von c bis h. Für c = h liegt gleichfih'mige Bewegung vor. 
Hierzu gehört die Zugkraft 

cos ß 

Dieselbe ist für a '^ ß jedenfalls positiv, kann aber negativ werden, 
wenn a ^ ß ist. (Bremsen des Zuges.) > 

Für c > 6 nimmt die Geschwindigkeit von c bis b ab. 
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II*«' Fall: Q + P {sin a-feosa)=zO 

oder 

^_p Sin{ß'-a) 

^~ cosß ' 

mithin ß '^ a. 

Hier giebt die Gleichung 1) 

c 

v = 



l + ckf 



und 



5 = i-^(l + c^•o 



V =: c e~^. 



In diesem zweiten Falle wird also die Geschwindigkeit des Zu 
immer geringere und nähert sich mehr und mehr der Null. 

III*«' Fall: Q + P {sin a — fcos a)< 

oder 

cos p 
daher auch ß^ cc. 

Setzt man hier zm* Abkürzung 

Q + P {sin a — fcos a) ^ 

__ ^ - _- , 

so folgt 

c—hian hl^t 

^^^ h+ctanhkV 



was sich mit Benutzung von 

c 



tan y 



h 
eleganter in der Form 

V = h tan {y — hht) 
geben lässt. 

Ferner 



5 = — Z {cos hl't-\- tan y sin h k t) 
fc 



und 



V = yih^+ c^) e-^''* - hK 



Diess lehrt, dass die Bewegung eine verzögerte ist und dass 
stehen bleibt zu der Zeit 
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/ = rr arcfan -, , 
bk h 

mitbin nachdem er den Weg 

zurückgelegt hat. 

B. I>ie Bergfahrt, 
Für diese lautet die Differentialgleichung der Bewegung 
dv gK ( § — P {sin a + fcos a) 



2) 



— ,'2 



dt F \ K 

und es sind abermals drei Fälle zu unterscheiden. 
P" Fall: Q — P {sin a + fcos «) > 

od.er 

cosp 

Wird hier zur Abkürzung 

Q—P {sin a-\-fcosa)_^^ 
K ~ 

gesetzt, so folgen für v und s wieder die beim ersten Falle der Thal- 
^alart gefundenen Gleichungen, in denen nur h jetzt eine andere Be- 
deutung hat. Für c = h ist die Bewegung gleichförmig; es gehört 
hierzu die Zugkraft 

cos ß 

ir« Fall: Q--P{sina + fcos a) = 

oder 

cos ß ' 

Es ergeben sich die bei A II. gefundenen Gleichungen nebst ihren 
Folgerungen. 

III*«' Fall: Q-P {sin a + fcos «)< 

oder 

cos ß 
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Bei Benutzung der Abkürzung 

Q — P {sin a + fcos er) __ ^ 
K """■ 

gelangt man zu den unter A III. entwickelten Formeln , mithin auch 
zu denselben Schlüssen. 

D. Gegeben eine Beziehung zwischen der Geschwin- 
digkeit V und der Zeit /. 

Aufgabe 36. Ein materieller Punkt bewegt sich geradlinig in 
solcher Weise, dass seine Geschwindigkeit v immer proportional der v^^ 

Potenz der verflossenen Zeit ist, wobei w ^ — 1 vorausgesetzt wird. 

Zur Zeit hat er bereits den Weg a hinter sich ; für die Einheit der 
Zeit ist die Geschwindigkeit gleich Ä*. 

Nach welchem Gesetze ist die auf den Punkt wirkende beschleuni- 
gende Kraft Q veränderlich , und wie gross ist der in der Zeit t durch- 
laufene Weg 5? 

Lösung. Das für die Veränderlichkeit der Kraft geltende Gesetz 
lautet 

Der in der Zeit t zurückgelegte. Weg ist 

w+ 1 

Für Ä; = ^ und ** = 1 ist die Bewegung der bekannte Fall im luftleeren 
Eaume. (Vergl. Aufg. 3.) 

Aufgabe 37. Von einem festen Centrum C wird ein beweglicher 
materieller Punkt P angezogen. Er bewegt sich in einem widerstehen- 
den Mittel, hat zur Zeit den Abstand a von C und zur Zeit t die Ge- 
schwindigkeit 

in welchem Ausdrucke a und a bekannte Constanten sind. Man soll be- 
stimmen 

I. den zur Zeit i vorliegenden Abstand y vom Centrum C\ 
II. die beschleunigende Kraft Q (incl. Widerstand) als Function 

von t\ 
III. ob die Bewegung identisch ist mit einer solchen, bei welcher 
die Anziehung proportional dem Centrumabstande erfolgt und 
das Mittel der Geschwindigkeit v proportional widersteht. 



■>.' 
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imd 



Lösung. Ohne Schwierigkeit ergiebt sich 

y = ae^"^{l + cct) 

Da die letztere Gleichung sich auf die Form 

Qz=zcL^ y — 2civ 

bringen lässt, so erkennt man, dass die Bewegung in der That eine von 
den in der Aufgabe unter III. genannten ist und zwar diejenige , bei 
welcher o* die Beschleunigung der Ajiziehung für die Einheit des Cen- 
trumabstandes und 2 a der Widerstand des Mittels für die Einheit der 
Geschwindigkeit. 



Aufgabe 38. In einem widerstehenden Mittel hat ein materieller 
Punkt eine Bewegung, bei der er zur Erlangung der Geschwindigkeit v 
immer die Zeit 



-1G4) 



braucht , in welchem Ausdrucke c die Geschwindigkeit für i = und h 
derjenige Widerstand , den das Mittel entgegensetzt , wenn v ^= \ ist. 
Welcher Art ist die die Bewegung erzeugende beschleunigende Kraft §, 
d. h. wie lässt sie sich als Function der Geschwindigkeit v darstellen? 
Lösung. Es wirkt auf den Punkt nur ein dem Quadrate der Ge- 
schwindigkeit V proportionaler Widerstand (§ = — hv^), 

Aufgabe 39. Eine auf einen materiellen Punkt wirkende be- 
schleunigende Kraft Q ruft eine Bewegung desselben hervor, bei wel- 
cher immer die Zeit 



^ = ö 



1 _ l + ötv 



l 



2ah 1 — av 

zur Erwerbung der Geschwindigkeit v nothwendig ist. 

In welcher Weise hängt Q erstens von t und zweitens von v ab ? 
Lösung. 

und 

Aus der letzten Gleichung ersieht mau , dass die Bewegung durch 
eine constante beschleunigende Kraft h erzeugt werden kann in einem 
Mittel , welches dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional wider- 
steht und für die Einheit derselben den Widerstand n^ h leistet. 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 3 



34 Aufgaben über die geradlinige Bew^nng eines freien Punktes. 

r 

E. Gegeben eine Beziehung zwischen der GöÄChwi 
digkeit v und dem zurückgelegten Wege s. 

Aufgabe 40. Ein materieller Punkt bewegt sich derartig, da»ss 
seine Geschwindigkeit immer 

ist, in welchem Ausdrucke Je eine gegebene Constante bedeutet. Ziir 
Zeit Null ist noch kein Weg durchlaufen. 

Nach welchem Gesetze ist die die Bewegung hervorbringende l>e- 
schleunigende Kraft Q veränderlich? Wie viel Zeit wird zum Zuriiels- 
legen des Weges s gebraucht? In welcher Weise hängen v und 5 
von f ab? 

Lösung. Es ergeben sich die Gleichungen 

Q = h{c + Jcs) = l'v = cÄ-e*' , 
.^__ 1 jC±ks 

c (^' - 1) 

^ = — T— ' 

welche sehr einfache Gesetze aussprechen. 

Aufgabe 41. Das feste Centi-um Ä zieht einen beweglichen 
Punkt P so an , dass in jedem Abstände y die Geschwindigkeit v immer 
ausgedrückt ist durch die Gleichung 



in welcher a, h und c bekannte Constanten sind. Man soll bestimmen 
I. in welcher Art die beschleunigende Kraft Q von y abhängt; 
11.^ wie sie sich zu derjenigen verhält, welche erzeugt werden 
würde, wenn eine materielle, von Ä aus im Sinne der Be- 
wegung sich erstreckende Gerade AB (Querschnitt q^ Länget, 
Dichtigkeit b) nach dem Newton'schen Gesetze anziehend auf 
den Punkt P wirkte. 
Lösung. Die beschleunigende Kraft hängt durch die Gleichung 

mit dem Abstände y zusammen. Die Bewegung erfolgt mithin gerade 
so , als ob eine solche in II. genannte Gerade anzöge und zwar eine, 
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bei welcher das Produkt hhqt (also Am) den Werth c hat. (Aufg. 126 
des I. Theiles.) 

Aufgabe 42. Im Abstände y von einem festen anziehenden Mittel- 
punkte C hat ein Körper, der die Masse 1 besitzt und als Punkt (P) auf- 
gefesst werden darf, die Geschwindigkeit 






wobei J., a, & gegebene constante Grössen sind. Zu berechnen ist 
I. wie sich die hierbei wirkende beschleunigende Kraft Q durch y 

ausdrücken lässt ; 
n. in welchem Zusammenhange die vorliegende Bewegung mit 
derjenigen steht, welche eintritt, wenn auf den beweglichen 
Punkt eine materielle Kreislinie, deren Ebene senkrecht zu PC 
liegt, nach dem Newton'schen Gesetze anziehend wirkt und 
zwar so , dass C ihr Mittelpunkt , a ihr Radius , q ihr Quer- 
schnitt, z ihre Dichtigkeit und h der Abstand ihrer Peripherie 
von derjenigen Stelle , an welcher P anfänglich in Ruhe ist. 
Lösung. Da , wie sich sehr leicht ergiebt , 

ya^+y^ 

ist, so erfolgt die Bewegung ganz so, wie sie vor sich gehen würde, 
Wenn nur die Anziehung der in der Aufgabe bezeichneten Kreislinie 
thätig wäre und das Produkt 27t alcqe (vergl. Theil I, Nr. 128) den 
Werth Ä hätte. 

Aufgabe 43 Nach welchem Gesetze muss eine an unveränder- 
licher Stelle C ihren Sitz habende Anziehung Q wirken , wenn ein der- 
selben unterliegender materieller Punkt P, der sich anfänglich im Ab- 
stände c in Ruhe befand , in jeder Entfernung y die Geschwindigkeit 



v = K\/j/a^+y^ — y-l) + c 

(K^ a, h constant) besitzen soll? 

Kann die Bewegung erzeugt werden durch eine nach dem Newton'- 
schen Gesetze anziehende Kreisfläche, deren Ebene senkrecht zw PC 
liegt, deren Mittelpunkt (7, deren Radius a, deren Dicke ö, deren 
Dichtigkeit b ist und deren Peripherie anfänglich um h von P absteht? 

Lösung. Man findet 



\ l/a' + yV 



n* 
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Die Bewegung kann mithin durch die genannte Kreisfläche er- 
zeugt werden, wenn (vergl. Theil I, Aufg. 130) für letztere 2nkSi 
= i JT» ist. 

Aufgabe 44. Ein materieller Punkt bewegt sich so, dass der 
von ihm zurückgelegte Weg 5 immer durch die Gleichung 

_ 1 h + ac^ 
~~2a h-\-av^ 

von der Greschwindigkeit v , ihrem Anfangswerthe c und zwei Constan- 
ten a imd h abhängt. 

Man soll berechnen , welcher Art die beschleunigende (verzögernde) 
Kraft Q ist, die diese Bewegung hervorruft. 

Lösung. Es wirkt ein dem Quadrate der Geschwindigkeit v pro- 
portionaler Widerstand av^ und, ebenfalls verzögernd, eine constante 
Kraft h ; denn man findet leicht , dass 

ist. 

Aufgabe 45. Bei der Bewegung eines gewissen Punktes ist der 
durchlaufene Weg s immer der n^^^ Potenz der Geschwindigkeit v pro- 
portional. Zur Erlangung der Einheit von v wird die Strecke Je zurück- 
gelegt. Anfänglich (um die Zeit 0) herrscht die Geschwindigkeit c. 
Wie gross igt dieselbe nach Verfluss der Zeit t? Welcher Art ist die 
beschleunigende Kraft Q? Wie hängt die Bewegung mit der in Auf- 
gabe 3 untersuchten zusammen? 

Lösung. Für n^\ ist 

\ kn J 

und 

A:^ \ Icn J kn 

für n = l hingegen 



und 



v = ce'^ 



t 

^ C TT V 



also sind v und Q nach geometrischer Progression wachsend. 
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Für n = 2 und k=i^ geht die Bewegung in den unter Nr. 3 be- 

handelten Wurf über. 

Aufgabe 46. In welcher Weise hängt die die Bewegung eines 
Körpers (Punkt von der Masse 1) hervorrufende beschleunigende 
Kraft Q von der Geschwindigkeit v und vom Wege s ab , wenn letzterer 
immer durch die Gleichung 



= a(l-e ^c"^ 



ausgedrückt ist, in welcher a und c Constanten sind? 

K^n diese Bewegung erzeugt werden durch eine nach einer Seite 
hin ins Unendliche verlaufende materielle Gerade, die den constanten 
Querschnitt q, die unveränderliche Dichtigkeit s besitzt, nach dem 
New tonischen Gesetze anzieht und in deren Richtung, ausserhalb ihrer 
Masse, der bewegliche Punkt liegt, ursprünglich im Abstände a vom 
Anfange der Linie sich in Ruhe befindend? 

Lösung. Die beschleunigende Kraft ist 

C TT- C 



a a — s 

Aus der letzten Form erkennt man, dass die genannte Gerade die vor- 
liegende Bewegung veranlasst, wenn (siehe Theil I, Nr. 126) das Pro- 
dukt hqe den Werth c hat. 

F. Gegeben eine Beziehung zwischen dem zurück- 
gelegten Wege s und der verflossenen Zeit t. 

Aufgabe 47. Der in der Zeit t zurückgelegte Weg s ist bei einer 
gewissen Bewegung gleich a-^-ht + ^cf^, wobei a, b und c constant 
sind. Wie gross ist die Geschwindigkeit v und welcher Art die be- 
schleunigende Kraft Q? 

Lösung. «; = 6 + c^; Q = c, 

Aufgabe 48. Es soll berechnet werden , welche Geschwindigkeit v 
ein Körper zur Zeit t besitzt, wie sich die beschleunigende Kraft Q 
als Function der Zeit und wie sie sich als solche der Geschwindigkeit 
und der Zeit herausstellt, wenn der durchlaufene Weg 5 immer den 
Werth 

hat. 
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Lösung. 

Die Bewegung wird also erzeugt, wenn eine dem Quadrate der Zeit 
proportionale beschleunigende Kraft wirkt, die für die Einheit von t 
gleich a ist; ausserdem aber ein der Geschwindigkeit proportionaler 
Widerstand , welcher für v = 1 die Stärke h hat. 

Aufgabe 49. In einem widerstehenden Mittel bewegt sich nach 
einem festen anziehenden Centrum ein materieller Punkt derartig, 
dass der Abstand zur Zeit t immer durch 

?/ = ^ e-^^ [(a + b) C»' +(«-&) c-«n 

ausgedrückt wird , wobei a , h und c Constanten sind. 

Wie gross ist die beschleunigende Kraft Q um diese Zeit? Ent- 
steht die Bewegung vielleicht dann , wenn die Anziehung dem Centruro- 
abstande y proportional erfolgt und der Mittelwiderstand sich in dem- 
selben Verhältnisse vermehrt, in welchem die Geschwindigkeit" t; zu- 
nimmt? 

Lösung. Zunächst ergiebt sich 



und 






Q = ^ - (1/' ~ a^) e-^' [{a - h) &'' + (a + h) c"«'] . 



Da sich Letzteres auf die Form 

bringen lässt , so muss die in der Aufgabe gestellte zweite Frage mit 
der Bemerkung bejaht werden , dass Iß — a^ die für y =\ vorliegende 
Beschleunigung der Anziehung und 2ö die Stärke des Widerstandes 
für die Einheit der Geschwindigkeit ist. 

Aufgabe 50. Ein materieller Punkt, der sich in einem nicht 
widerstehenden Mittel bewegt, befindet sich zur Zeit Null in der Ent- 
fernung J) von einem fp.stftn Centrum G und wird durch dieses so abge- 
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stosseii) dass er zur Erlangung des Abstandes x von demselben immer 
die Zeit 



Je ' 
braucht, in welchem Ausdrucke k eine bekannte Constante ist. Be- 
stimmt soll werden , welche Geschwindigkeit v der Punkt zur Zeit t be- 
sitzt, welche im Abstände a?, welcher Art die Abstossung ist und was 
die Constante h bedeutet. 

Lösung. 

Tc^ t 



v = 



und 



h ' yb'+lcH'^' 



Ferm 



er 



t; = — . . 

X 

^ x^' 

I^ie Abstossung erfolgt also umgekehrt proportional der dritten Potenz 
<ier Entfernung. Für die Einheit der Letzteren ist k^ ihre Intensität. 

G. Gegeben eine Beziehung z^wischen der beschleu- 
nigenden Kraft Q, der Geschwindigkeit v und der 
Zeit /', oder zwischen Q , v und dem zurückgelegten 

Wege s. 

Aufgabe 51. Die auf einen Körper (Punkt von der Masse 1) wir- 
kende beschleunigende Kraft ist dem Quadrate der Zeit t proportional 
und hat für ^ = 1 die Intensität a. Der Mittel wider stand wächst in 
demselben Verhältnisse, in welchem die Geschwindigkeit v zunimmt 
und ist für die Einheit derselben gleich &. Anfangsgeschwindigkeit 
liegt nicht vor. Wie gross sind v und s zur Zeit t? Auf welche Weise 
hängt 8 von v und ^ ab ? 

Lösung. Mit Beachtung des Umstandes, dass eine Differential- 
gleichung von der allgemeinen Form 

dv 

dt 

in welcher T und Tq Functionen von t allein sind, die Integral- 
gleichung 

V = e-S'^^'iConst. -Jt^ ef^^' df) 

liefert, erhält man leicht 



^+Tt; + T, = 0, 
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welche Ausditicke mit t fortwährend wachsen. 

Aufgabe 52. Durch das Centrum einer Vollkugel ist eine 
dünne geradlinige Bohrung geführt. In derselben bewegt sich vo 
Oberfläche aus , ohne Anfangsgeschwindigkeit , ein materieller T 
welcher nur der Kugelanziehung und einem Mittelwiderstande i 
liegt, der der Geschwindigkeit v proportional ist und füi- die E 
der letzteren die Intensität n hat. 

Man soll, sowohl für bedeutende, als auch für geringe V 
stände , berechnen , in welcher Entfernung y vom Centrum der ] 
sich zur Zeit t befindet und wie gross zu dieser Zeit seine Geschw 
keit V ist. Ferner soll man ausführlich ermitteln, welcher A 
grosse und welcher Art für kleine Widerstände die eintretend 
wegung sein muss. 

Lösung. Die Differentialgleichu ng 

in welcher a der Kugelradius , a — s = y der Centrumabstand i 
für die Einheit des letzteren die Intensität der Anziehung (Theil I 
gäbe 138), bildet hier den Ausgangspunkt der Rechnung. Bring 
sie auf die Form 

1) y'' + ny+Ky = 0, 

so findet man leicht, dass 

y^ = e^i* und ?/jj = e^2* 
zwei particuläre Integrale sind, wobei 



'.=-f+/(f)"-^ 



und 



''=-i '/&-''■ 



Das allgemeine Integral ist daher 

2) y=(7ie*'* + Cge*«*. 



-^iifgaben über die geradlinige Bewegung eines freien Punktes. 41 
eilt man zur Abkürzung 



so wd 

^i = — a + /5, 
^2 = — a — /5. 

l^tm muss unterschieden werden , ob I. X^ und A^ reell und verschieden, 
oder ob sie IL reell und gleich , oder ob sie III. imaginär sind. 

Iterpa.ll. Wenn der Mittelwiderstand so beschaffen ist, dass 

\^j > K, also 

n>2k, 

80 sind Aj und Ag reell , aber verschieden. 
Dann findet man zunächst 

j, = e-'"(Ciö"+C,e-(*'), 
hieraus aber 

V = €-<"■ [(« - /3) Ol ef" + (« + /S) Cjj e-/*'] ; 
also, wenn die Constanten C^ und G^ bestimmt werden, 

^ = Ä *""'*(" + '^^ "^^ ~ ^" ~ ''^ ^~'"' 

oder, anders geschrieben, 



und 



o^er auch 



«2 — ß^ 



«2-/32 



2/5 |c^«-/*>^ c(«+/^)'J' 

II*«' Fall. Für 

w = 2ä 

^6gen reelle , aber gleiche A^ und Ag vor. Die Gleichung 2) giebt dann 
Glicht unmittelbar das allgemeine Integral von 1), sondern nur ein 
Particuläres. Setzt man jedoch 

Ag — A^ = d , also Ag = A| + ^ > 
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führt diess in 2) ein und lätsst schliesslich ö zu Null werden, so ergiebt 
sich zunächst 

hieraus 

nach Ermittelung der Constanten B^ und B^ aber 

und 

Illter Fall. Ist endlich der Widerstand des Mittels so gering, dass 

w<2ä;, 
^ so hat man 

Ai = — a + '-i^, 

^2 = — of — iß. 

•Dann liefert die Gleichung 2) 

y=\Äi cos ßt + A^ sin ßt\ e- "\ 
woraus 

v= \{aA^ - ßAS) cos ßt + {ciÄ,^ + ßÄ^) sin ßt\ e-«' 
folgt. Nach Bestimmung von Ä^ und J.^ ergiebt sich schliesslich 

y = — {ccsinßt-\'ßcos ßt) e~"', 

a^ + ß^ 
v = a—P-e-''^sinßt. 

ß 

Die Natur der Bewegung anlangend lehren die gefundenen Glei- 
chungen Folgendes : 

Jter Fall. Der Centrumabstand y wird zwar immer kleiner, doch 
erst nach unendlich langer Zeit zu Null, nie aber negativ. Schwingun- 
gen um den Kugelmittelpunkt finden also nicht statt, während diess 
bekanntlich der Fall ist , wenn kein Mittelwiderstand vorliegt. (Auf- 
gabe 15.) 

Die Geschwindigkeit v wächst anfänglich und zwar bis sie den 
Maximalwerth 

a'+ß) \f »-ß y « 






2ß \a+ßj |f <»-ß y a+ß 
erreicht hat, was zu der Zeit 

*-2ß'''^ 
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geschieht; nachher nimmt sie immer ab, doch tritt vollständige Ruhe 
erst für ^ = oo ein. 

jjter Fall. Auch hier wird der Centrumabstand immer geringer, 



doch erst nach unendlich langer Zeit zu Null. Die Geschwindigkeit 
wächst, bis sie den Werth 

act 



V 



inux 



erlangt hat, was für t =^ — eintritt; hierauf wird sie immer kleiner, 

verschwindet in endlicher Zeit aber nie vollkommen. 

Es ist daher auch in diesem zweiten Falle die Bewegung keine 
schwingende, geht vielmehr nur bis zum Kugelmittelpunkte. 

IIP®' Fall. Hier liegen Schwingungen vor und zwar solche, deren 
Weiten nach einer geometrischen Progression abnehmen. Die für y ge- 
fundene Gleichung giebt nämlich 

aTt 2a7t ZaTt 

y==a, —ae /* , +ae /* , —ae ß ,.... 
für bezüglich 

^ 7t 2 71 Stt 

Da, wie man hieraus sieht, diese immer kleiner werdenden Schwingun- 
gen in gleichen Zeiten (isochron) vor sich gehen , so wird die Geschwin- 
digkeit stets geringer. Diess lehrt Übrigens auch die für v entwickelte 
Gleichung. 



/ 



Capitel IL 

Aufgaben über die krummlinige Bewegung eine 

freien Punktes. 



Erklärung. Wenn auf einen Punkt von der Masse w, 
bezogen auf ein rechtwinkliges System die Coordinaten ic , y un 
beliebig viele Kräfte wirken, die sich zu einer Eesultante M < 
drei Componenten X, Yund Z, im Sinne der a?, y und z^ zus? 
setzen lassen , so gilt bekanntlich Folgendes ; 

Die sogenannten Achsengeschwindigkeiten , d. h. die Gesch 
keiten des Punktes in den Richtungen der drei Coordinatenachse 

* I) Vx=^ 



dt' 

dy 

dt' 

TTTN ^^ 



II) ■ v,= 



Hierbei ist dt ^ das Differential der Zeit, immer positiv; y^, Vy 
sind es so lange, als die Coordinaten x, y und ^wachsen. 

Aus I) bis III) folgt auch die Bahngeschwindigkeit v , weil 



IV) = I/V/ + Vy' + v^' 

sein muss. 

Für die im Sinne der drei Coordinatenachsen wirkenden < 
nenten der Kraft B hat man 

. ^y dvy dvy 

VI) Y=m-^^,= m--^f = mv,-^p 

(J?z dv^ dvz 

' dt^ dt dz 
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Die Eesultante selbst ist ihrer Grösse nach bestimmt durch 



Vm) B=:j/X'+Y^ + Z' 

l ihrer Eichtung nach durch 

TX) cos{li,X) = ^, 

X) cos{B,T) = ^, 

XI) cos{R,Z)==^. 

rlegt man i2, anstatt in drei Seitenkräfte X, T^ Z^ in eine zur Bahn 
igentiale Componente T und in eine normale N, so gilt für diese 

^„^ ^ dr (Ps dv 

XII) T=m~-=m --^mv-j- 

' dt dl" ds 






Q 



d 

Xin) N=m 

)bei 

lange positiv, als 5 wächst und wobei ferner ^ der Krümmungshalb- 
sser der Bahn. 

Von Nutzen ist noch folgende Bemerkung : 

Aus V) bis VII) folgt (für m = 1) 

^dxiPx ^dyä^y ^dzd^z ^(^dx dy dz\ 



dt ' dt ' dt) 



MhM^ _ 



Xdx+Ydy + Zdz 
'dt "~ dt ' 

XV) dv^ = 2 {Xdx + Ydy + Zdz) . 

id nun X, F, Z die partiellen Differentialquotienten einer Function 
(^» ^j ^) — ^^^ sogenannten Kräftefunction — , so hat man weiter 

dv^ = 2dF{x,y,z), 
v^ — 2 F{x, 2/7 ^) + Const, 
d, wenn man weiss, dass der Punkt an der Stelle a, &, c die Ge- 
bwindigkeit k besitzt, 

ZVI) v^-k^ = 2F{x, y, z) - 2 JP(a, h.c), 

ess ist bekanntlich die Gleichung der lebendigen Kraft fttr 
len freien materiellen Punkt und leicht in Worte zu fassen. 
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Die vorstehenden Gleichungen reichen aus zur Lösung der Auf- 
gaben des zweiten Capitels, in denen übrigens, wie früher, immer 
m= 1 vorausgesetzt ist, wenn nicht das Gegentheil gesagt wird. 

Wie die Integrationsconstanten zu bestimmen sind, und wie sich 
die Rechnung vereinfacht, wenn die Bewegung nicht im Räume, sondern 
in der Ebene erfolgt, ist selbstverständlich. 

I. Ernmmliiiige Bewegungen in der Ebene. 

A. Vorgeschrieben die Art der Bahn, in welcher sich 
der Punkt bewegen soll, oder die Geschwindigkeiten 

desselben, oder beides. 

a) Bewegungen ohne Widerstand. 

Aufgabe 53. Von der Stelle Ä aus (Fig. 6) wird ein Punkt 

horizontal mit der Geschwindigkeit c fortgeworfen. Auf ihn wirkt nichts 

p. g weiter als eine gewisse Kraft Y vertical nach 

oben (im Sinne der positiven y). Man soll 
berechnen 

I. wie dieselbe beschaffen sein muss, wenn 
sich der Punkt in der Hyperbel 

^ _ ^ — 1 

^ aufwärts bewegen soll; 

II. welche Achsengeschwindigkeiten v^, Vy und welche Bahn- 
geschwindigkeit V an jeder Stelle xy herrschen. 
Lösung. Die Gleichung VI) der vorstehenden Erklärung liefert 

oder das gleichwerthige 

Es muss also die Kraft Y der dritten Potenz des Abstandes y vom Hori- 
zonte OJj umgekehrt proportional sein und für y •=\ die Intensität 

— :;- besitzen. 

In horizontaler Eichtung ist die Geschwindigkeit constant, nämlich 



\ 
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in 


yerticaler ist sie 
der Bahn 


hc X 


hc 
a 






6«c 

«2 






Vy'- 
y 


6« 


X 

• 


in 


a Ya^+a? 


y 



a F a^ + x^ a y ary 

wobei Ä die lineare Excentricität der Hyperbel bezeichnet. 

Aufgabe 64. Welcher Art muss die Kraft Y sein , welche Bahn- 
geschwindigkeit V hat der Punkt und wie viel Zeit t braucht er, um bis 
an die Stelle xy zu kommen, wenn das Aufsteigen in der Kettenlinie 






erfolgen soll, übrigens aber die Verhältnisse so sind, wie in der vorigen 
Aufgabe? 

Lösung. Die Kraft Y muss der erstiegenen Höhe y proportional 

sein und für y = 1 die Intensität ( — ) haben. Die Bahngeschwindig- 
keit wächst ebenfalls in demselben Verhältnisse wie die Höhe und ist 
fttr die Einheit der letzteren gleich -=-. An die Stelle xy kommt der 

X 

Punkt nach Verlauf der Zeit — , was man auch ohne Rechnung übersieht. 

Aufgabe 55. Mit der Anfangsgeschwindigkeit c und unter dem 
Winkel y gegen die OJ- Achse (Fig. 7) wird ein Punkt vom Coordinaten- 
anfange aus fortgeworfen. Es wirkt auf ihn p. 

nichts weiter als eine Kraft Y im Sinne der 
positiven Ordinaten. 

Wie muss dieselbe beschajffen sein, wenn 
die Bewegung in der vorgeschriebenen Curve 

erfolgen soll? Wie gross ist die Bahngeschwin- 
digkeit V und welche Zeit t ist nöthig zur Er- ^ 
reichung der Stelle a?2/? 

Lösung. Man findet leicht 

Y=c^cos^yf'{^x), 

wobei rW^f^f. 

äx^ 
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FeriKjr 

v=:ccoSY]/l + [f{x)Y', 
(tmllich 



ccosy 

wtA(']wH lotztore den auch ohne Rechnung einleuchtenden Satz ans- 
Hprichi, daas dnr Punkt sich in horizontaler Richtung gleichförmig 
bnwdgt, wie auch die Bahn und die Kraft F beschaffen sein mögen. 



Aufgabe 66. Die Bewegung eines Punktes erfolgt derartig, dass 
di(5 auf oin rechtwinkliges System bezogenen Coordinaten seines Ortes 
zu J(m1(t Zeit t die Woiiihe 

haben, in welchen Ausdrücken A^B, a und ß bekannte Constanten sind. 

Weh'ho im Sinne der positiven x und y wirkenden Kräfte X und JT 
rufen diese Bewegung hervor? 

L ö sung. Die Kräfte müssen der Abscisse, bezüglich der Ordinate, 
proportional sein und füi* die Einheiten dieser Strecken die Intensitäten 
a^, bezüglich j3^, besitzen. {X=a^x, Y=ß^y,) 



Aufgabe 57. Es soll sich ein materieller Punkt auf der loga- 
rithmischen Spirale 

bewegen, und zwar in Folge einer nach dem asymptotischen Centruna 
gerichteten Anziehung B. 

In welcher Weitse muss dieselbe von der Entfernung r abhängen, 
und mit welcher Bahngeschwindigkeit v bewegt sich der Pimkt? 

Lösung. Die Benutzung der Grieichungen XII) und XIII) ^^^ 
vorstehenden „Erklärung" führt hier zu den Resultaten 

und 



r^ 



=.- 



r' 



in welchen Je denjenigen Leitstrahl bedeutet, für den die Geschwindig"' 
keit der Einheit gleich ist. 

Die Anziehung muss also der dritten Potenz der Entfernung uoi' 
gekehrt proportional sein. Die Bahngeschwindigkeit nimmt in dem' 
selben Verhältnisse zu , in welchem die Radienvectoren kleiner werdett" 
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Aufgabe 58. Von der Stelle A aus (Fig. 8) wird zur Zeit unter 
a Winkel a ein Punkt mit der Anfangsgeschwindigkeit c geworfen, 
bewegt sich in Folge einer nach dem 
ben Coordinatenanfange gerichteten ^^' * 

Ziehung derartig , dass seine Achsen- 
jchwindigkeiten zu jeder Zeit t die 
irthe 



a 




A 



Vx^ccos a cos kt — ah sin kt^ 
Vy = csincc coskt 

Jen. Man soll diese Bewegung unter- J- 
iheii, nämlich ermitteln, wo sich der 

nkt zur Zeit t befindet, in was für einer Bahn er läuft und wie die 
Ziehung beschaJBfen ist. 
Lösung. Für die Abscisse des Ortes findet man 

ccoscc , 

x = — :; — smkt-^a coskt: 
k 



die Ordinate 



csma . _ ^ 
^ = — - — sinkt. 

K 



raus folgt zunächst , dass die Bahn eine Kegelschnittslinie sein 

m 

äs. Untersucht man ihre Gleichung 

^ sin^ a) x^ + (c^ cos^ a + a^ k^) y^ — ((? sin 2ct)xy^a^(? sin^ a = 

h den bekannten Regeln der analytischen Geometrie, so ergiebt 
i, dass die Curve eine Ellipse ist, deren Mittelpunkt im Coordi- 
snanfange liegt und deren grosse Achse mit OA einen durch die 
ichung 

timmten Winkel ß einschliesst. 

Ferner findet man für die im Sinne der positiven x wirkende Com- 
lente der beschleunigenden Kraft R 

die nach Richtung der positiven y thätige 

her ist die Anziehung nach dem Centrum 

R=k^r, 
dem Abstände proportional und für die Einheit desselben gleich k^, 

l^'uhrmanii, Aufgaben a. d. anal. Meohauik. IX. 4 
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Aufgabe 59. Die Achsengeschwindigkeiten eines P^^ " läa Mm 
an jeder Stelle xy der Bahn die Werthe 




Va:=^}/Ä + 



OCX 



ä3 




in welchen ^ , J5 , a und ß bekannte positive Constanten sind. Die Be- 
wegung hat zur Zeit im Coordinatenanfange begonnen. 

Welcher Art sind die Kräfte X und Y? Wo befindet sich der 
Punkt zur Zeit t? In was für einer Linie läuft er? 

Lösung. Die wirkenden Kräfte ergeben sich zu 
X = iiccx {Ä + ax^f und Y= 3ßy {B + ßy^f-, 

die Coordinaten des Ortes sind 

Äl/At ^ Bl/Bt 

X = , =^ und y = 



Die Bahn hat die Gleichung 

B]/Bx 



y = 



yÄ^ + {A'a-B^ß)x^ 



b) Bewegungen mit Widerstand. 

Aufgabe 60. Bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem \ 
kommt einem sich bewegenden Punkte die Bahngleichung 



ak Ä;^ a — kx 

zu , in welcher a , & , k^ g bekannt und unveränderlich sind. Er hat 
seinen Lauf zur Zeit im Coordinatenanfange begonnen und besitzt zu 
jeder Zeit t im Sinne der positiven x die Geschwindigkeit 

Es sollen die Coordinaten x und y des Ortes als Functionen von t 
bestimmt werden ; desgleichen die Geschwindigkeiten Vy und v. Ferner 
soll man die Natur der diese Bewegung erzeugenden Kräfte X und 1 
ermitteln ; endlich auch untersuchen , wie eine vertical nach unten (iffl 
Sinne der negativen y) gerichtete Kraft und ein nach der Bahntangente 
wirkender Widerstand beschaffen sein müssten, um Dasselbe hervor- 
zubringen. 
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Lösung. Zur Zeit t befindet sich der Punkt an der Stelle 

id hat die Greschwindigkeiten 

v, = ]-[(ff+bk)e-^'-g], 
1 



v=- j/aVe-'^'" + [((/ + hk) e-*' — p]». 

ie im Sinne der positiven Coordinaten vorhandenen Kräfte sind 

X = — ake~^^ = — kvx = — kv cosv, 

F=— {g+bk) e~^^=^ — kvy — g = — kv sin r — g, 

Soll die Bewegung erzeugt werden durch die Wirkung einer in der 
Achtung der negativen y thätigen Kraft und durch die eines Wider- 
mdes , so muss erstere gleich g sein , letzterer aber gleich k v , also 
r Geschwindigkeit proportional. (Wurf im widerstehenden Mittel.) 

Aufgabe 61. In einem Mittel, welches proportional dem Quadrate 
r Bahngeschwindigkeit v derartig widersteht, dass für v = \ der 
iderstand den Werth h besitzt, soll sich ein materieller Punkt auf 
.* logarithmischen Spirale 

Folge einer Anziehung JR bewegen , welche nach dem asymptotischen 
nkte gerichtet ist. Im Abstände a von demselben soll — und zwar 
3h innen — die Geschwindigkeit c herrschen. Man verlangt zu 
isen 

I. in welcher Weise diese Anziehung II von der Entfernung r 

des anziehenden Centrums abhängt; 
II. mit welcher Geschwindigkeit v der Punkt läuft; 
III. wie sich die Resultate vereinfachen, wenn (Jer Widerstand 

gleich Null ist. 
Lösung. Die Anziehung ist nach der Gleichung 

R = k^'——=a^c^- 

•ander lieh und im Abstände r liegt die Geschwindigkeit 

V = k = ac 

r r 

r. 

4* 
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Wenn das Mittel nicht widersteht , so hat h den Werth Null , wo- 
mit die Eesultate in die der Lösung der Aufgabe 57 übergehen. (Ver- 
gleiche diese.) 

Aufgabe 62, Ein schwerer Punkt ist in einem Mittel, welches 
proportional einer noch nicht bekannten Potenz der Bahngeschwindig- 
keit V widersteht und für die Einheit von v den Widerstand k leistet, 
schief in die Höhe geworfen worden. Seine Bewegung wird auf ein 
Coordinatensystem bezogen, dessen Ursprung mit dem Anfangspunkte 
der Bahn zusammenfällt, dessen a?- Achse horizontal und dessen «/-Achse 
vertical liegt. Er läuft so, dass seine Achsengeschwindigkeit in der 
Richtung der x immer 

ist, worin Ä eine Constante und 5 die von aus gezählte Bahnlänge. 

Man soll berechnen, welcher Potenz von v der Widerstand pro- 
portional ist. 

Lösung. Die eine Differentialgleichung der Bewegung lautet 

dvs , .dx 
dt ds 

Da sich nun aus v^^=Ae^^^ 



dva: T odx 
= — kv^ -- 



dt ds 

herleiten lässt, so erkennt man, dass das Mittel dem Quadrate der Ge- 
schwindigkeit proportional widersteht. 

Aufgabe 63. Senkrecht nach oben (im Sinne der positiven y) 
wirkt auf einen materiellen Punkt eine constante Kraft K. Ausserdem 
ist ein Mittelwiderstand W in der Richtung der Bahntangente thätig. 

Welche Beziehung muss zwischen K und W bestehen , wenn das 
Aufsteigen in der Kettenlinie 

erfolgen soll? Mit welcher Geschwindigkeit v läuft der Punkt in dieser 
Bahn? 

Lösung. Wenn man die Gleichungen XII) und XIII) der zu 
Capitel II gegebeneu ,, Erklärung" benutzt und gehörig die einfachen 
Beziehungen beachtet, welche für die Kettenlinie zwischen der Ordi- 
nate y , dem vom Scheitel an gerechneten Bogen s , dem Krümmungs- 
halbmesser ^, dem Tangentenwinkel tu. s. w. bestehen, so findet man 
leicht 



^ 
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I. dass der Mittelwiderstand W sich zu der Kraft K verhalten 

muss , wie der Bogen s zu dem Doppelten der Ordinate y ; 
II. dass die Geschwindigkeit v der Quadratwurzel aus dem Pro- 
ducte Ky gleich ist. 

Aufgabe 64. Das Aufsteigen soll, wie bei der vorigen Aufgabe, 
in der Kettenlinie 






erfolgen. Statt der constanten Kraft K aber wirkt eine veränderliche Y\ 
femer in der Eichtung der Bahntangente der Widerstand 

wobei Ä eine bekannte Constante. 

Man soll Y und v als Functionen von y und s (letzteres vom Scheitel 
aus gezählt) bestimmen; ferner angeben, wie die Kesultate lauten, wenn 
die Bewegung im nicht widerstehenden Mittel vor sich geht. 

Lösung. Auf dem bei der Lösung der vorigen Aufgabe ange- 
gebenen Wege gelangt man zu den Ergebnissen 

Y = Bye-'^^' 
und 

V = j/B ye-"^". 

Die Integrationsconstante JS ist hierbei bestimmt, wenn man für 
irgend ein y und s entweder v oder Y kennt. Ist z. B. festgesetzt, dass 

im Scheitel v = c sein soll , so liefert die zweite Gleichung 5 = ^ . 

Liegt kein Widerstand vor , so hat man 

Y.= By \mdv = yB y^ 
also zwei sehr einfache Gesetze. 

B. Vorgeschrieben die Kräfte, welche die Bewegung 

erzeugen. 

a) Bewegungen ohne Widerstand. 

Aufgabe 65. Unter dem Erhebungswinkel y (vergl. Fig. 7) wird 
ein Körper (Punkt von der Masse 1) mit der Anfangsgeschwindigkeit c 
fortgeworfen. Auf denselben wirkt nur die Schwere. Gefragt wird : 

I. Welches sind die Werthe seiner Geschwindigkeiten in horizon- 
taler Richtung, in verticaler und in der Bahn selbst, zur Zeit t? Wie 
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ändern sich dieselben und wann erreichen sie ihre grössten und klein 
Werthe? 

IL Wo befindet sich der Körper zur Zeit t ? 

III. In was für einer Bahn fliegt er? Wie liegt sie und weJ 
sind die Werthe ihrer Bestimmungsstücken V 

IV. Wie gross ist die Wurfweite und wie gross die Wurfhöhe 

V. Unter welchem Winkel muss man werfen, wenn die Ers 
am grössten sein soll? Welches ist ihr Maximal werth und welches 
zugehörige der Wurf höhe ? 

VI. Für welche Erhebungswinkel sind die Wurfweiten gleich gri 

VII. Nach wie langer Zeit kommt der Körper im Punkte xi 
und in welcher durchfliegt er die ganze Bahn? 

Lösung. I. Die Diff"erentialgleichungen der Bewegung lie 

zunächst 

Vjc = ccosy 
und 

Vij= csiny —gt. 

Die Geschwindigkeit in horizontaler Richtung ist hiernach un 
änderlich, was man übrigens auch ohne Rechnung erkennt. Seukr 
nach oben hat der Körper, wie die zweite Gleichung lehrt, anfänf 
die Geschwindigkeit c sin y. Dieselbe nimmt fortwährend ab , wir 
der Zeit 

csiny 

~~ 9 

zu Null , ist nachher negativ und nimmt dem absoluten Werthe i 
mehr und mehr zu. 

In der Bahn herrscht die Geschwindigkeit 



V = f/c^ — 2gct siny -{- g^ t'^ , 

also eine solche , welche im Anfange abnimmt , zur Zeit t = 

9 

Minimum , nämlich ccosy ^ erreicht und dann sich wieder vergrös 
IL Die Coordinaten des Oi*tes des Körpers sind 

x = ct cos y^ 

was auch ohne Rechnung klar ist, und 

y = ctsiny — ^gf. 

Hiernach lässt sich das vorstehende v auch durch 



v = }/(? — 2gy 
ausdrücken. 



ry. 
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'ILL Als Gleichung der Bahn findet mau 

y^xtany — ^^-^ — 5- 
' zcr cos^ y 

oder, wenn mit A die zu c gehörende Geschwindigkeitshöhe ^ bezeich- 

net wird , 

x^scc^v 
y=^xtan y 



Ah ' 

Die Bewegung erfolgt also in einer gemeinen Parabel, deren Achse 
yertical steht. Um zu erfahren, wo der Scheitel liegt, welches der 
Halbparameter ist etc., bringt man die Bahngleichung auf die Form 
rf = 2p^ und erhält hierbei 

Die Coordinateu des Scheitels sind daher 

c^sinycosy c^sin2y , . . ,^ 
a= j-- -^—=—L = hsm2y 

9 ^9 

und 



Der Halbparameter ist 



_ c^sin^y _ . ^ 
= — z\ — = hsinr y . 
^9 



P = — ^; 



9 

die Entfernung des Brennpunktes vom Horizonte (oj- Achse) hat den 
Werth 

h ___^^{s^^^y^cos^y) €?cos2y 

'" 2-ff """27- 

Die Leitlinie der Parabel liegt wagerecht und in der Höhe 

Von ihr herunterfallend würde der Körper hiernach seine Anfangs- 
geschwindigkeit c erlangt haben. 

Mit Benutzung von h kann man nun die Bahngeschwindigkeit auch 
noch durch die Gleichung 



V = l/c^cos^y + 2 g {h—y) 
ausdrücken, was späterhin wieder gebraucht wird. 
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IV. Die Wurfweite ist das Doppelte von a; die Wurfhöhe i^sden- 
tisch mit 6. Die Erstere folgt übrigens auch aus der ursprünglici^iei? 
Form der Bahngleichung, wenn man y gleich Null nimmt; die Lets'fcre 
dann aus dem vorstehenden Ausdrucke für die Ordinate des Ortes. 

V. Unter 45 Grad kann man am weitesten werfen, nämlich eine 
Strecke, welche doppelt so lang ist, wie die zur Anfangsgeschwindig- 
keit c gehörende Geschwindigkeitshöhe h. Hierbei beträgt die Wurf- 
höhe die Hälfte von h. 

VI. Gleiche Wurfweiten liegen für solche Erhebungswinkel vor, 
welche um gleich viel von 45 Grad abweichen, die also Complement- 
winkel sind. ' 

VII. Zur Erreichung der Stelle xy braucht der Körper die Zeit 

ccos y^ 
zum Durchfliegen der ganzen Bahn 

9 

Aufgabe 66. Mit welcher Anfangsgeschwindigkeit c muss man 
werfen (Aufg. 65), um bei dem vorgeschriebenen Erhebungswinkel y 
diejenige Stelle zu treffen, deren Cobrdinaten ^ und ij sind? 

Lösung. Unter Benutzung der Lösung der vorhergehenden Auf- 
gabe findet man 



cosyr ! 



yr 2{^tany — ri)' 
Diess enthält die übrigens selbstverständliche Bedingung 

Für — = tan y muss c = Qo sein ; für — ^ tan y ist es imaginär. 



Aufgabe 67. Wie gross muss der Erhebungswinkel y genommen 
werden (Nr, 65), wenn bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit c die 
Stelle ^ri getroffen werden soll? 

Lösung. Der Winkel y ist durch die Gleichung 

tany = ^ (c2 + j/(^-2c^gri-g^^) 

bestimmt; oder, wenn man die zu c gehörende Geschwindigkeitshöhe 

h -■■-- ö- einführt , durch 
^9 
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tany = - [2 h + j/iji {h -ri)- S^ . 



Es giebt daher im Allgemeinen zwei Winkel, unter denen die Stelle |ty 
getroffen werden kann. Für 

Mlen dieselben zusammen ; für noch grössere J ist das Treffen un- 
möghch. 

Man vergleiche hierüber die Lösung der Aufgabe 72. 

Aufgabe 68. In welcher Weise muss von aus (Fig. 7 bei Nr. 55) 
geworfen werden (Aufg. 65), wenn die durch die Coordinaten § und r] 
gegebene Stelle einer vertical stehenden Mauer von dem Geschosse unter 
einem rechten Winkel getroffen werden soUV Wie viel Zeit verstreicht 
bis zum Auf treffen ? 

Lösung. Der Erhebuugswinkel y, unter welchem man werfen 
muss , ist bestimmt durch 

tan y -- 2 -^ , 



es muss also nach einem doppelt so hoch gelegenen Punkte gezielt 
werden. 

Femer muss das Geschoss mit der Geschwindigkeit 



=/e 



(l* + 4V-) 



2v 
abfliegen. Dann schlägt es nach der Zeit 

rechtwinklig ein. 

Aufgabe 69. Der geworfene Körper (Aufg. 65) soll nach der 
vorgeschriebenen Zeit t . an der Stelle 5 V einschlagen. Unter welchem 
Erhebungswinkel y und mit welcher Anfangsgeschwindigkeit c muss 
er von aus (Fig. 7) fortgeschleudert werden? 

Lösung. Der Winkel ist bestimmt durch 

tany= '^.^ ;• 
die Anfangsgeschwindigkeit durch 
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Aufgabe 70. Für den in Aufgabe 65 behandelten Wurf s 
rechnet werden 

I. der Inhalt der von der Bahn einerseits und von dem Hoi 
andererseits begrenzten Fläche ; 
II. derjenige Werth des Er hebungs winkeis y , für welchen 
Inhalt am grössten ist; 

III. die Länge s der ganzen (über dem Horizonte liegenden) 

IV. die für y = 90^ und für y = 0^ aus diesem allger 
Werthe von s folgenden Bahnlängen s^q und 5^. 

Lösung. Die gesuchte Fläche ist 

2c^sin^ycosy 

und erreicht für 

y = 60o 

ihren Maximalwerth , nämlich q . 

Die Bahn besitzt die Länge 

c V • I 2 A + siny\ 
^ \ ' cosy / 

wofilr auch 

c^ f . , . 2 7 ^ + ^*^ y^ 

5 = — [smy + X cos^y l ^ r— ^ 1 

g \ ^ l — smy/ 

geschrieben werden kann. 

Setzt man in diesem Ausdrucke y = 90^, so entsteht zu 

S9^J = — (1 + . co), was unbestimmt ist, bei näherer Untersuchun 

-f. 

Für y = 0® ergiebt sich sofort 

«0 = 0. 

Das letzte Resultat ist selbstverständlich , das vorhergehend 
der Lösung der vierten Aufgabe bekannt. 

Aufgabe 71. Welcher Art ist der geometrische Ort der S« 
aller derjenigen Wurfparabeln, die beschrieben werden, wem 
materielle Punkte mit lauter verschiedenen Anfangsgeschwindigl 
aber immer in derselben Eichtung , schief aufwärts wirft ? 

Lösung. Mit Benutzung der Lösung der Aufgabe 65 finde 
leicht, dass der gesuchte geometrische Ort eine Gerade ist, die 
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den Anfangspunkt der Bewegung geht und mit dem Horizonte einen 
Winkel bildet, dessen Tangente halb so gross ist wie die des Erhebungs- 
winkels y. 

Aufgabe 72« Von einer und derselben Stelle aus (Fi«^. 7) wer- 
den in der nämlichen Verticalebene materielle Punkte mit gleichen An- 
£EUig8geschwindigkeiten (c), aber unter lauter verschiedenen Winkeln, 
in die Höhe geworfen. Sie unterliegen nur der Wirkung ihrer Schwere. 
Berechnet soll werden 

I. die Art des geometrischen Ortes der Scheitel aller entstehen- 
den Wurfparabeln ; 
n. die Natur und die Lage der diese Parabeln einhüllenden 
Curve; 

III. der geometrische Ort aller derjenigen Stellen, an welchen 
sich die geworfenen Punkte zu einer und derselben Zeit / be- 
finden; 

IV. die allen diesen Punkten in der nämlichen Höhe eigene Bahn- 
geschwindigkeit. 

Lösung. Das in der Lösung der 65*®** Aufgabe Enthaltene führt 
auch hier schnell zu den verlangten Kesultaten. Zunächst ergiebt sich 

(wobei h die zur Anfangsgeschwindigkeit c gehörende Geschwindig- 
keitshöhe ^ ist) als Gleichung des geometrischen Oi*tes der Scheitel 
der Wurfparabeln. Da es auf die Form 

gebracht werden kann , so erkennt man , dass der gesuchte geometrische 
Ort eine Ellipse ist, deren Mittelpunkt senkrecht über in der 
Höhe ^h liegt, deren grosse und kleine Achse horizontal, bezüglich 
vertical, gerichtet sind und die Längen 2//, bezüglich 7i, besitzen. 
Als Gleichung der Einhüllenden findet man 

x^ = 4h{h'-'y), 
Sie ist also eine Parabel, deren Achse vertical steht, deren Scheitel 

m der Höhe h über liegt und deren Halbparameter 2h, also — ist. 

ff 
Der geometrische Ort derjenigen Stellen , an welchen sich die ge- 
worfenen Punkte zu der nämlichen Zeit t befinden, besitzt die Gleichung 

^' + {V + yt'')'=-{cfY', 
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er ist also ein mit dem Halbmesser et beschriebener Kreis, dö^sen 
Mittelpunkt im Abstände ^gt^ senkrecht unter liegt. 

Als Bahngeschwindigkeit v in der Höhe y ergiebt sich für je<?eD 
der Punkte 

sie ist also für alle Punkte in demselben Abstände vom Horizonte gleich 
gross. 

Aufgabe 72. Auf einen materiellen Punkt wirkt nichts weiter 
als vertical nach oben (im Sinne der positiven y) eine Kj-affc, welche 

der Ordinate y (Fig. 9) proportional ist und 
für die Einheit derselben die Beschleunigung 



Fig. 9. 



c 

Tj ertheilt. Der Punkt ist anfänglich von A 



^ 



aus, welches die Ordinate Je hat, mit der Ge- 
schwindigkeit c horizontal fortgeworfen wor- 
den. Man soll ermitteln 

L seine Geschwindigkeiten Vx , Vy und v 
an der Stelle xy] 
II. den Ort , an welchem er sich zur Zeit t 
befindet ; 

III. die Art, die Dimensionen und die Lage der Bahn, in welcher 
er aufsteigt; 

IV. die Geschwindigkeiten Vx, Vy und v , die er zur Zeit t besitzt. 
Lösung. Es ergiebt sich durch Benutzung der Gleichungen V) 

und VI) der vorstehenden „Erklärung" zu Capitel II 

und 



Hieraus aber 



^y^jVy^-^^' 



v = jy 



In horizontaler Richtung hat der geworfene Punkt also unver- 
änderlich die Anfangsgeschwindigkeit; in der Bahn hingegen eine der 
Ordinate proportionale. 

Sodann erhält man 

X = et 
und 

et et 



y 



=j( 



e +c 



) 
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als Coordinaten desjenigen Ortes, an welchem er sieh zur Zeit t be- 
^det. 

Die Bahn , in der er fliegt , hat daher die Gleichung 



» = ^{e''+e *), 



ist also eine gemeine Kettenlinie, deren Achse vertical steht, deren 
Scheitel in A liegt und deren Parameter gleich k ist. 
Zur Zeit f sind die Greschwindigkeiten 

c£ _rt 

v, = j(e'--e *), 

et et 

Anmerkung. Der Werth i; = — y kann auch unmittelbar, 

nämlich durch Benutzimg der am Ende der „Erklärung" zu Capitel 11 
erwähnten Gleichung 

d^ = 2 {Xdx + Ydy + Zdz) 

erhalten werden. Es möge diese directe Herleitungsweise 
auch bei der Lösung der nachfolgenden Aufgaben ge- 
hörige Beachtung finden. 

Aufgabe 74, Die auf den geworfenen Punkt wirkende beschleu- 
nigende Kraft ist der dritten Potenz der Ordinate umgekehrt propor- 
tional und für die Einheit derselben gleich h^. A liegt in der Höhe h 
über 0. Alles Uebrige ist wie bei der vorhergehenden Aufgabe. Die 
Lösung wird in demselben Umfange verlangt, doch mit Angabe der 
Grenzwerthe, welchen sich die Geschwindigkeiten nähern. 

Lösung. An der Stelle aj^ der Bahn ist « 






Für in's Unendliche wachsende Ordinaten nähern sich die beiden letzten 



Ausdrücke den Grenzwerthen — -, bezüglich 
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Der Ort, an welcbem sich der Punkt zur Zeit t befindet, \vir 
durch die Coordinaten 

und 



bestimmt. 

Die Bahn besitzt die Gleichung 

ist also eine Hyperbel, deren Hauptachse mit OA zusammenfallt 
und die Länge 2h hat, deren Scheitel in A liegt und deren Nebenachse 

die Länge 2-r— besitzt. 

K 

Zur Zeit t herrschen die Greschwindigkeiten 

W t 



Vy = ^ 



Ä ' j/JcH^+'h^' 



'=1/ 



c^h^ + Jc^{(^h^ + ¥)t^ 



h^ + kH^ 

Für t= CO nähern sich selbstverständlich auch diese Werthe vonVy 
und V den oben angegebenen Grenzen. 

Aufgabe 75. Von der Stelle des Horizontes aus wird ein Punkt 
mit der Anfangsgeschwindigkeit c unter dem Neigungswinkel a in die 
Höhe geworfen. Es wirkt auf ihn nur eine vertical na»ch unten ge- 
richtete Kraft 

C constant und die Zeit t vom Beginne der Bewegung an gezählt. 

Bestimmt soll werden, wo sich der Punkt zur Zeit t befindet, 
welche Geschwindigkeiten (i;.^, Vy^ v) er in diesem Augenblicke hat 
und in was für einer Bahn er läuft. 

Lösung. Man gelangt leicht zu folgenden Resultaten, die auf 
ein Coordinatensystem bezogen sind , dessen Anfang mit zusammen- 
Mit, dessen äj- Achse horizontal liegt und dessen «/-Achse senkrecht 
nach oben genommen ist: 

Coordinaten derjenigen Stelle, an welcher sich der Punkt zur 
Zeit t befindet : 

x = ctcosaf 

y = {e sin a + C) t + G {\ -- e')', 
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Geschwindigkeiten desselben : 

Va:=CCOS a, 

Vy={csina+ C) — Ce^ , 

Gleichung seiner Bahn : 

csina+C , ^ /i 7^rz\ 
ccoscc \ / 

Ein Vergleichen mit der Lösung der 87*®^ Aufgabe lehrt, dass 
diese Bahn derjenigen ganz ähnlich ist, die der Punkt beschreibt, wenn 
er bei Einwirkung der Schwere unter sehr kleinem Erhebungswinkel « 
in .einem Mittel geworfen wird, welches proportional dem Quadrate der 
Geschwindigkeit widersteht. 



Aufgabe 76. Der bewegliche Punkt wird von zwei Kräften be- 
einflusst ; die eine derselben wirkt in horizontaler Richtung und besitzt 
die unveränderliche Intensität J.; die andere ist vertical nach oben 
tMtig und constant gleich B, Anfänglich (zur Zeit 0) hat der Punkt 
sich in Buhe befunden. Es soll seine Bewegung in demselben Umfange 
tmtersucht werden wie in der vprhergehenden Aufgabe. 

Lösung. Die Geschwindigkeiten in horizontaler Richtung, ver- 
tical nach oben und in der Bahn sind der verflossenen Zeit proportional, 
nämlich 



Die Coordinaten des Ortes nehmen zu wie die Quadrate der Zeiten. 
Legt man die äj- Achse im Sinne der ersten Kraft, die i/- Achse in dem 
der zweiten und nimmt die ursprüngliche Lage des Punktes als Coordi- 
natenanfang, so ist 

x^{Af und y=^i^Bt^, 
Die Bewegung erfolgt geradlinig und zwar unter dem mit dem Hori- 
zonte gebildeten Winkel ardan -j. 

Aufgabe 77. Die Umstände sind dieselben wie bei der vorigen 
Aufgabe , doch ist der Punkt anfänglich nicht i» Ruhe , sondern besitzt 
eine Geschwindigkeit c, deren Richtung den Winkel y mit dem Hori- 
zonte einschliesst. 
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Lösung. Wie bei Nr. 76 kommt man auf 

Vx=^Ät + ccosy, 
Vjf = Bt-\'Csiny^ 

v = j/{Ä^ + B^)r^ + 2c{Äcosy + Bsiny)t + (^. 

Unter Beibehaltung des dort benutzten Coordinatensystems fer- 
ner auf 

x = ^Äfi-\'Ctcosyy 

y = ^Bfi-\'Ctsiny. 

Hieraus folgt , unter Benutzung der Abkürzung 

c {Ä sin y — Bcosy) = Kj 
als Gleichung der Bahn 

ÄB^x^ + Ä^y^ - 2Ä^Bxy - 2ÄKcxsiny + 2AKcy cosy = 0. 

Die Bewegung erfolgt also in einer Kegelschnittslinie und 
zwar, wie die Coefficienten von aj^, y^ und xy zeigen, in einer Pa- 
rabel. 

Aufgabe 78. Vom Coordinatenanfange eines rechtwinkligen 
Systemes aus wird ein Punkt (zur Zeit 0) mit einer Anfangsgeschwin- 
digkeit c fortgeworfen, deren Richtung mit der a?- Achse den Winkel y 
bildet. Es wirken auf ihn im Sinne der positiven x und y zwei Kräfte, 
welche diesen Coordinaten bezüglich proportional sind und von denen 
die erste für x = l die Intensität Ä^ , die zweite für y = 1 die Inten- 
sität B^ besitzt. Man soll berechnen : 

I. welche Geschwindigkeiten v^^ Vy und v der Punkt an der 
Stelle xy seiner Bahn hat; 

II. wo er sich zur Zeit t befindet ; 

III. wie gross v^, Vy und v zu diesem Augenblicke sind: 

IV. in was für einer Bahn die Bewegung erfolgt ; 

V. welcher Art diese Bahn für B = A'i^i und welche Geschwin- 
digkeit V in diesem besonderen Falle zur Zeit t herrscht. 

Lösung. An der Stelle xy besitzt der Punkt die Geschwindig- 
keiten 



Vx = ]/c^ cos^ y + A^x^ , 
t;^ = j/c^ siri^ y -}- B^y^ , 
V = j/c^ + A^x^+'B^-y^ . 



■«1 
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Zur Zeit t befindet er sich an dem durch die Coordinaten 

bestimmten Orte. Femer hat er in diesem Momente die Geschwindig- 
keiten 

v^^^cj/ie^^ + e-^'fcos^y + ie^'+e-^'Ysin^Y. 
Die Bahn ist eine Curve von der Gleichung 

csiny)l äx+'J/ä^x^+c^cos^y\^ ( ccosy 

^'^ 2B )\ ccosy / \Ax+}/A^ic' + (?cos^y 

Wird B = A, so erfolgt die Bewegung in der Geraden 

y=zxtany 

(nämlich in derjenigen Richtung, in welcher anfönglich geworfen wurde) 
und zwar mit der Geschwindigkeit 

Aufgabe 79. In der Ecke A eines gleichschenkligen Dreiecks 
ABC^ welches die Basislänge AC -=2}) und die Schenkellänge hj/^ 
hat, befindet sich zur Zeit ein Punkt P in Ruhe. Die Ecken des 
Dreiecks ziehen ihn dem jedesmaligen Abstände proportional derartig 
an , dass für die Einheit der Entfernung die Stärke jeder dieser drei 
Anziehungen gleich h^ ist. 

Welche Geschwindigkeiten v^ , Vy und v hat der Punkt an den ver- 
schiedenen Orten, die er durchläuft? Wo befindet er sich zur Zeit <? 
Welcher Art ist seine Bahn und die Bewegung in derselben? 

Lös.ung. Wir benutzen ein Coordinatensystem, dessen a;- Achse 
AC und dessen y- Achse eine von B auf AC herabgelassene Senk- 
rechte ist. Dann wirken auf den beweglichen Punkt, wenn er sich 
nach Verflüss der Zeit t an der Stelle xy befindet , die beschleunigen- 
den Kräfte 

X^-^h^x 
und 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 5 
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Die Geschwindigkeiten, welche er daselbst hat, sind 






Der Stelle, die er zur Zeit t einnimmt, kommen die Coordinaten 

x = h cos k j/S t , 

zu. 

Die Bahn hat die Gleichung 

y=^{h-x). 

Sie ist also eine durch Ä gehende Gerade, welche auf der y- Achse 
die Strecke ^ h abschneidet; sie fällt daher zusammen mit der einen 
Mittellinie des Dreiecks oder, was gleichbedeutend ist, sie geht durch 
den Schwerpunkt des letzteren. 

Dass die Bewegung auf dieser Geraden eine periodische sein muss, 
leuchtet ohne Rechnung ein, wird aber auch durch die gefundenen 
Gleichungen bestätigt. Dieselben lehren nämlich Folgendes: 

Der grösste Werth der Abscisse x ist + h. Er tritt ein zu den 

Zeiten 0, — 7=, — 71z , . . . , um welche y zu Null wird. 
'kj/'d kj/3 ^ 

Der kleinste Werth von rr, und zwar — 2>, liegt zu dfen Zeiten 

7t Stc 5n 



;==-,... vor , um welche y bis zu ^h anwächst. 



kj/3' kj/3' kys 

Die Geschwindigkeit v^ wird zu , wenn x = h oder auch = — fc 
ist, erreicht hingegen ihren grössten, bezüglich kleinsten Werth, näm- 
lich + Ä j/3 fe , wenn 05 = ist, also im Schwerpunkte des Dreiecks. 
Für a; > + & und x<C — h ergeben sich imaginäre Vx . 

Für ?/ = , oder auch für ?/ = |^ & , giebt es senkrecht zur Dreiecks- 
basis gar keine Geschwindigkeit {vy^ ; für y = ^h (im Schwerpunkte) 
hingegen die grösste , bezüglich kleinste , und zwar +. \khy3. Da- 
selbst herrscht auch in der Bahn das Maximum (Minimum) der Ge- 
schwindigkeit , nämlich +. -J- A; 6 j/30 . 



Aufgabe 80. Um eine unbewegliche kugelförmige Masse iw, die 
man sich (nach der Lösung der 138*®*^ Aufgabe des I*®** Theiles) im 
Centrum concentrirt denken darf, bewegt sich ein Körper, der als 
ein mit der Masse 1 versehener Punkt gelten soll. Er hat seinen Lauf 
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an einer Stelle Ä begonnen , welche von um a absteht. Seine An- 
fangsgeschwindigkeit war gleich c und ihre Richtung schloss mit OÄ 
den Winkel a ein. Die Bewegung erfolgt unter alleiniger Wirkung 
der Anziehung des Centralkörpers , welche der Masse m und der jedes 
maligen Entfernung r proportional ist. 
Berechnet soll werden 

I. welche Geschwindigkeiten {v^ , Vy und v) der sich bewegende 
Körper an den verschiedenen Stellen seiner Bah£ und zu ver- 
schiedenen Zeiten hat; 
n. wo er sich zur Zeit t befindet (wenn dieselbe vom Beginne der 
Bewegung an gezählt wird) ; 

III. in was för einer Bahn er läuft und wie sie liegt ; 

IV. welches die ganze ümlaufszeit T ist ; 

V. wie a und c beschaffen sein müssen , wenn die Bahn zu einem 
Kreise werden soU, und mit welcher Geschwindigkeit der 
Körper dann in demselben sich bewegt. 

Lösung. Nimmt man die durch OÄ und die Richtung der An- 
fangsgeschwindigkeit bestimmte Ebene als die rechtwinkliger Coordi- 
naten, J. als rc- Achse und als Anfangspunkt der Abscissen , so sind 
die beschleunigenden Kräfte 

wobei h^ = %m selbstverständliche Bedeutung hat. 

Aus den beiden Differentialgleichungen der Bewegung folgt zu- 
nächst 

t7^ g= + ]/((j?l^ + (?co^ci) —k^a^ 
und 



daher ist 



Vy = +_j/€^sin^a — k'^y^'^ 



womit die Geschwindigkeiten bestimmt sind , welche der Körper an den 

verschiedenen Stellen seiner Bahn hat. 

Die Coordinaten des Ortes , den er zur Zeit t einnimmt , folgen 

hieraus zu 

ccosa . , . , , , 

a; = — - — sinkt -f- acoskt^ 

csina . , . 
y = — ; — sinkt, 
h 
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Daher sind die Geschwindigkeiten, welche er um diese Zeit besitz -^ 

Vx = ccosa coskt — aksinkt , 
Vy = csinacoskty 



v^j/c^cos^kt — 2 ack cos et sinkt coskt -{^ a^k^sin^kt. 

Als Bahngleichung findet man 

(c^ sin^ a) a^ + (c^ cos^ of + a^ Ä:^) y^ — {(? sin 2a)xy — c?^siv? a == 0. 

Der Körper bewegt sich also in einer Kegelschnitts linie und 
zwar, wie sich bei näherer Untersuchung ihrer Gleichung ergiebt, in 
einer Ellipse, deren Mittelpunkt nach dem anziehenden Centrum ö 
fällt und deren grosse Achse mit OA einen Winkel j5 einschliesst, wel- 
cher durch 

*''''^^ = c^cos2a + an- 
bestimmt ist. 

Zu einem vollen Umlaufe wird die Zeit ^ 

h 
gebraucht. 

Soll die elliptische Bewegung in eine kreisförmige übergehen, so 

muss a = 90^ sein und c^=^ ak. Die Bahngeschwindigkeit v ist danc* 

in diesem Kreise unveränderlich, nämlich gleich ak, 

Aufgabe 81. Die Anziehung, welche der Centralkörper ausübt -» 
ist der n^^^ Potenz der Entfernung r proportional und für die Einheit 
derselben gleich k. Im Uebrigen sind die Verhältnisse wie bei der vori- 
gen Aufgabe. Man soll ermitteln, mit welcher Geschwindigkeit deir 
sich bewegende Körper in seiner Bahn läuft , also wie v von r abhängt. 

Lösung. Die beiden Differentialgleichungen der Bewegung lau- 
ten hier 



dt 
dv 



= — kxr^~^ 



dt 



U . l'/H/lflfl — 1 



— kyr^ 



wobei das Coordinatensystem in der bei der vorhergehenden Lösung 
angegebenen Lage benutzt worden ist. 

Aus denselben folgt, mit Beachtung der Beziehungen 
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und der hierin enthaltenen 

dv dvx . dvu 

rdr = xdx+'ydy, 



fürn ^ — 1 : 



91- 
w+1 



fürw = — 1 hingegen: 



v^ = (^ + 2kl-. 

r 



Die vorletzte dieser Gleichungen giebt für n = 1 die in der Lösung 
der Aufgabe 80 bestimmte Geschwihdigkeit. 

Aufgabe 82. Ein Körper (Punkt ; Masse 1) wird nach dem festen 
Centrum durch eine Kraft R gezogen , deren Intensität 

R-~^ + ^ 

ist, in welchem Ausdrucke K eine gegebene Constante bedeutet und r 

den Abstand von 0. Die Bewegimg beginnt zur Zeit an einer Stelle -4, 

welche um a vom Centrum entfernt ist, mit einer Anfangsgeschwin- 

- digkeit 

K 



c = 



fTT y 



a}/2 

deren Eichtung auf OA senkrecht steht. Zu berechnen sind 

I. die Bahngeschwindigkeit v , welche der Punkt im Abstände r 

von besitzt ; 
n. die Polargleichung und die Form seiner Bahn ; 
ni. die Zeit ^, welche er braucht, um bis in die Entfernung r 

von zu gelangen. 
Lösung. Wir nehmen als Pol und OA als Achse eines Polar- 
coordinatensystems ; zugleich auch diese Gerade als Abscissenlinie und 
jenen Punkt als Anfang dazu rechtwinkliger Ordinaten ; beide Systeme 
aber in der durch OA und die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit 
bestimmten Ebene. 

Als Differentialgleichungen der Bewegung ergeben sich 

dt^ 
und 



~~ dt "" Vr2""^2^/7 



dt^ dt \r^'^2r^Jr' 
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Durch zweckmässiges Umgestalten und Combiniren lassen sich au 
denselben integrirbare Formen herleiten. 

Zunächst folgt aus den beiden Gleichungen 



also 



äy dx . 



oder, wenn man die Integrationsconstante A bestimmt, 

Bei Benutzung von Polareoordinaten geht diess über in 

r^dQ==^dt 

y2 

und liefert 

wobei S die Fläche des vom Eadiusvector r beschriebenen Sectors , < 
rechnet von der Zeit an. 

Dieser Flächeninhalt ist also der verflossenen Zeit proportional. 

Eine andere naheliegende Combination der beiden Differenti 
gleichungen der Bewegung gründet sich darauf, dass 

v^^vj + v,/, 



also 



du dvx , dVf. 

y TT = ^* TT +'^' 



dt^""^ dt ^""^ dt 

ist. Sie giebt 

-.odv = j[--^ + ^yxdx + ydy). 

Hieraus folgt, wenn man 

r^ z=: x^ + y^ 
beachtet, 

und nach Bestimmung der Integrationsconstante B 

.^=2^(^ + 1-1) 

als Quadi'at der im Abstände r herrschenden Geschwindigkeit. 



'■l\ 



Aufgaben über die krummlinige Bewegung eines freien Punktes. 7 1 

Die Polargleichung der Bahn lässt sich hieraus und aus dem vor- 
stehenden 

herleiten , wenn das bekannte 



v' = (— "j^^ (^!f + Möy 



gehörig beachtet wird. Es entsteht zunächst 

K^ dr^' + r^dd^ ,, ( K 1 1\ 
2 • r^dd' ~~ \4r'^ r a)' 

Diess giebt sodann 




und schliesslich 

aK 



r = 



Hieraus sieht man , dass sich die Bahn spiralförmig um herum- 
windet, diesem Centrum immer näher kommt, es aber nie erreicht. 

Für die Zeit t , welche der Körper braucht , um sich dem anziehen- 
den Mittelpunkte bis auf die Entfernung r zu nähern , ergiebt sich mit 
Benutzung vorhergehender Gleichungen zunächst 



und hieraus 



wobei 



1_ r/rdr 



2 1 ^ 



also, wenn man diesen Werth lieber einsetzt, 

i — j/ 2Y \y^ (^~'^*) + ^ arccosj/ ^\. 

Aufgäbe 83. Die Anziehung, welche das feste Centrum aus- 
übt, ist irgend eine Function der Entfernung [JR = /*(r)]; die 
Anfangsgeschwindigkeit hat den allgemeinen Werth c und es bildet 
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ihre Richtung mit OÄ den Winkel «. Alles Uebrige istJ^ÄÄ ä^ 
Aufgabe 82. Auch werden die Coordinatensysteme so^Egenommöii 
wie in der vorhergehenden Lösung angegeben worden ist. Man soÜ? 
auf demselben Wege wie dort , ermitteln 

I. das für die von den Leitstrahlen beschriebenen Flächen gel" 

tende Gesetz; 
IL die Beziehung zwischen der Anziehung R und der Geschwin- 
digkeit V ; 
IIL die allgemeine Form der Bahngleichung ; 
IV. unter der Voraussetzung des Bekanntseins der letzteren , den 

Ausdruck für die beschleunigende Kraft i2; 
V. die Beziehung zwischen der Zeit t und dem Radiusvector r; 
VI. die zwischen t und der Anomalie ß. 
Lösung. Die Differentialgleichungen der Bewegung lauten hier 

cPx__dVa:_^ f{r) 

und 

d^y^dvy^ f(r) 

dt^ dt ^ r ' 

Aus denselben folgt in der bei der vorhergehenden Lösung angegebenem 

Weise zunächst 

xdy — y dx = Ädt. 

Diess giebt , wenn Polarcoordinaten eingeführt werden , 

1) f^dd=Ädt, 

also , unter Beibehaltung der dort benutzten Bezeichnung , 

2) S=-^Ät, 

Die von den Radienvectoren beschriebenen Flächen sind also bei 
jeder Centralbewegung den verflossenen Zeiten proportional. 
Femer ergiebt sich 

3) v^ = 2{B--fRdr) 

als Beziehung zwischen der Geschwindigkeit und der Anziehung. Die 
Integrationsconstanten Ä und B , wie auch die noch folgenden , können 
ebenfalls so bestimmt werden, wie es in der Lösung der Aufgabe 82 
geschehen ist. 

Auf demselben Wege wie dort erhält man weiter 

4) '^-f^^2[B-fnr)är]., 
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^ » Bodann aus 1) und 4) durch Elimination der Zeit 



-Var . 



k 



J 



und bierans 
6) Ä 



/; 



dr 



ry2r^[B-ff{r)dr]-'Ä^ 

als allgemeine Form der Polargleichung der Bahn. 
• Die Gleichung 5) liefert sodann 



+ c=e 



also 



1 , \d6) 



oder 



AH l 



ffir)dr = B-^i-,+ 



m 

L de A 



2 



und für die beschleunigende Kraft; B = f{r) 



I) 



r^ I r 



dd' 



welchem Eesultate die hübsche symmetrische Form 

ßrtheilt werden kann. 

Als Beziehung zwischen der Zeit t nnd dem Leitstrahle r findet 
^an, indem man aus 1) und 4) die Anomalie eLminirt, 

r dr 



8) 



ß 



V2r^[B-ff(r)dr]-Ä^ 



= t + D. 



Wenn die betreffenden Eeductionen ausführbar sind , so giebt die 

Gleichung 6) 

r = 9(0), 
und 8) liefert 

heraus folgt 

als Beziehung zwischen Zeit und Anomalie. 
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Auf dem Wege der Constructiou kann man übrigens B auch da- 
durch bestimmen , dass man zunächst [nach 6)] die Bahn zeichnet und 
dann mit r , welches nach 8) berechnet wurde , von aus einen Kreis 
beschreibt. 

Aufgabe 84. Es sollen die in der Lösung der vorhergehenden 
Aufgabe entwickelten Gleichungen 3) imd 6) angewendet werden zur 
Bestimmung der Geschwindigkeit und der Bahngleichung für die in 
Nr. 82 behandelte Centralbewegung. 

Lösung. Ohne Schwierigkeiten gelangt man zu den unter 82 
angegebenen Resultaten. 

b) Bewegungen mit Widerstand. 

Aufgabe 85. Ein schwerer Körper, welcher so beschaffen ist, 
dass er als Punkt von der Masse 1 angesehen werden darf, wird unter 
dem Erhebungswinkel y mit der Anfangsgeschwindigkeit c in die Höhe 
geworfen. Das Mittel widersteht proportional der Geschwindigkeit v 
und derartig , dass der Widerstand für v = 1 die Intensität k hat. Maix 
soll, unter Benutzung eines Coordinatensystems , dessen ic- Achse hori- 
zontal liegt, dessen 2/ -Achse senkrecht nach oben gerichtet ist un 
dessen Ursprung mit dem Anfangspunkte der Bewegung zusamm 
fallt, berechnen: 

I. die Geschwindigkeiten v^y Vy und v^ welche der Körper zu de 

vom Beginne der Bewegung an gezählten Zeit t besitzt; 
II. die Coordinaten x und y derjenigen Stelle , an welcher er sie! 
zu dieser Zeit befindet; 

III, die Grenzen, denen sich v^^Vy^v^x und y bei in's Unendlich 
wachsendem t nähern; 

IV. die Gleichung der Bahn ; 
V. diejenige Zeit t^ , welche der Körper braucht , um bis an di0 

höchste Stelle seines Laufes zu gelangen ; 

VI. die Coordinaten j) und q dieser Stelle; 

VII. die Wurfweite w und ob dieselbe kleiner, gleich oder grösser 
ist , als die doppelte Abscisse der höchsten Stelle der Bahn. 

Lösung. Aus nahe liegenden Gründen sind hier 

dt 
und 

ävy 

m 

die Differentialgleichungen der Bewegung. 
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Sie liefern 

1 



Vx==ae~^^ 



in welchen Ausdrücken 

a = c cos y , 

5 — ö sin y 

als Abkürzungen benutzt sind. 

Die Geschwindigkeit in der Bahn ist 

1 



fc 
Femer sind 

x=|-(l-e-*'), 

, = ^-:^(l-e-)-f. 

zur Zeit t die Coordinaten des Ortes des Körpers. 

Die Geschwindigkeit v^ nimmt also immer , und zwar nach einer 
geometrischen Progression, ab; sie nähert sich für in's Unendliche 
Wachsende t dem Werthe Null. 

Hingegen ist Vy anfanglich positiv , wird dann zu Null , nachher 

negativ und geht für < = oo in — — über. 

tC 

Ebenso nähert sich v der Grenze — ; die Bewegung wird also nach 
und nach gleichförmig. 

Die Abscisse x geht bei unendlichem t in — über; die Ordinate y 

wird negativ unendlich. Die Bahn hat mithin an der Stelle oc = — eine 

verticale Asymptote. 

Als Gleichung der von dem Körper beschriebenen Curve findet man 



1 /g + hk g ^ a \ 
k \ a k a-^kxJ 



Die Zeit, welche er braucht , um bis an die höchste Stelle zu kommen, ist 

\ g + hlc 
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Die Coordinaten dieses Ciilminationspunktes sind 

ah 



g + hV 



9 

Das q ist die Wurfhöhe ; die Wurfweite tv ist durch die transcendent^ 

Gleichung 

n g + hk g a 

{) = - w — — l = — 

a k a — kw 

bestimmt. Für 

2al 



X = 2p:^ 



g + hk 

geht die Bahngleichung , wenn man statt y lieber ly schreibt , über ii 

Ist nun hk ^ g^ so ist i^ imaginär, d. h. der Punkt, dessen Ab* 
cisse 2p ist, liegt gar nicht auf der Bahncurve. Ist 6A; = ^, so wir 
fj=z — 00 , d.h. der Punkt 2 p fällt mit demjenigen zusammen , dure 
welchen die verticale Asymptote geht. Ist endlich l)k<Cg^ so liefe 
die letzte Gleichung ein endliches reelles iy , von welchem also noch en 
schieden werden muss , ob es positiv oder negativ ist. Schreibt 
es in der Form 

( i+- 

hk 
so kann man , weil — <^ 1 ist , dafür setzen 

es ist daher J 

d. h. der Punkt, dessen Abscisse 2p ist, liegt unterhalb des Hori- 
zontes. 

Die Wurfweite w ist mithin jedenfalls kleiner als die doppelte 
Abscisse des höchsten Punktes der Bahn. 



1 

\ 



Hon- 
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Aufgabe 86. Wie Aufg. 85, doch ist der Widerstand dem Q ua- 
drate der Geschwindigkeit v proportional. Aus den für die Bewegung 
in horizontaler und verticaler Kichtung geltenden Differentialgleichun- 
gea, welche nicht unmittelbar integrirbar sind, soll Folgendes her- 
geleitet werden: 

I. die Geschwindigkeit Vx als Function der Bahnlänge 5, letztere 

von aus gezählt; 
n. eine Gleichung zwischen der goniometrischen Tangente des 
Tangenten winkeis r der Bahn und ihrer Länge , also zwischen 
tanT = y' und s; 
in. die Coordinaten x und y des Ortes des geworfenen Körpers 

als Functionen von tan r ; 
IV. die Zeit t , vom Beginne der Bewegung an gezählt, als Function 

von y; 
V. desgleichen die Geschwindigkeit v, 
Lösung. Die Differentialgleichungen der Bewegung lauten hier 

dt^~~ dt~~ ^ äs' 

•^"0.8 der Ersten derselben folgt 

dVx = — JcVxds, 
d^Älier 

^^-'Xe Zweite kann in der Form 

d^y , ds 



S^scbrieben werden. Da nun andererseits , wie man bald findet , 

d^y _ ,^x dccdy ^dxdy ds 

W~^ d?'^di~di^di~di'~ ^^dt 

ist, so entsteht 

dy 

Aus dieser Gleichung und aus der obigen für v^ folgt 

dx c^ cos^ y ' 



also, wegen ds = yi +y^dx, 
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mithin durch Integration 



wobei die Constante 

C = ^ + tany secy + l {tany + sccy). 
fcc 

Hiermit ist der zweite Theil der Aufgabe gelöst. 
Die vorstehenden Gleichungen liefern nun 

dy 



X 



=- f- 



und 

^ TcJ yVl+y'^ + Hy+yi+in-C 

als Coordinaten des Ortes. Hierbei gehen die Integrationen von fa»- y 
bis y. Da sie jedenfalls , wenn auch nur näherungsweise , ausfahrbar 
sind , so erhält man x und y als Functionen von y , d. h. die Coordinat^ii 
der Bahnpunkte ftir jede beliebige Neigung der Tangente. Die Bahn 
ist mithin construirbar. 

Für 2/' = ergiebt sich die Lage ihres Scheitels ; für y = Ü® 
Wurfweite. 

Man findet femer , dass der Erstere nicht senkrecht über der Mifc'fcß 
der Letzteren liegt, sondern weiter, dass der von ihm aus abwärrfcs 
gehende Theil der Bahn sich schneller senkt als der andere anstei^* 
und dass er eine verticale Asymptote besitzt. 

Für die Zeit, welche der Körper braucht, um bis an eine duic^^ 
die Lage der Bahntangente gegebene Stelle zu kommen, erhält md»^ 
unter Benutzung des Vorhergehenden 

fghj y/G-y' ;/T+7« - « (^' + /TTFO ' 
wobei die Integration sich ebenfalls von tany bis y erstreckt. 
Endlich ergiebt sich 

.s = iL 1+^'^ 



k C-y'/l+y'^-lit/' + j/l+y'^ 
Diess nähert sich für in's Unendliche wachsende y' der Grenze — » 
die Bewegung geht also in eine gleichförmige über; der Wider- 
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.'I 



stand hv^ wird gleich p, also gleich dem Gewichte des geworfenen 
Körpers. 

Anmerkung. Von den beiden Differentialgleichungen der Be- 
wegung, welche als Ausgangspunkte der Lösung gedient haben, war 
die erste zwar leicht, die zweite aber schwer integrirbar. Diess lässt 
sich vermeiden , wenn man die zweite Componente der beschleunigen- 
den Kraft nicht in der Bichtung der Schwere , sondern in der des Krüm- 
mnngshalbmessers g der Bahn nimmt. Dann lauten die Differential- 
gleiehmigen der Bewegung 

= — KV 

dt äs 

wie vorhin, hingegen, vom Früheren abweichend. 



V 



» 



Q 



= g COST 



Wegen o = — -- ist diess 
dt 



^dx 
ds ^ 

^ nun die erste dieser Gleichungen nach dem Obigen 

I — ks 



^^efert, also 



sö entsteht 



Va: = CCOSy e 



V = c cosy 



> — k9 



COST 



(?co^y dz 



= — e^^'dSy 



g cos^T 
^^^ ist die vorhin auch erhaltene Gleichung 

"^vin folgt das früher hieraus Abgeleitete. 

Aufgabe 87. Der Wurf erfolgt unter denselben Umständen wie 
'■^ der vorigen Aufgabe , jedoch bei so geringem Erhebungswinkel y, 
^^ss in dem oberhalb des Horizontes gelegenen Bahntheile tafi? x ver- 
^^hlässigt, also näherungs weise ds •= dx und s = x genommen wer- 
^^n darf. 

Man soll, mit Benutzung der in der vorhergehenden Lösung ent- 
haltenen Eesultate, bestimmen: die Gleichung der Bahn, die Wurf- 
'Weite w , die Wurf höhe h , die Wurfzeit t überhaupt und die zur Er- 



f 
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reichung des Scheitels nöthige f^ insbesondere , die Geschwindigkeit « 
mit welcher der geworfene Körper fliegt und diejenige v^ , mit der i 
die höchste Bahnstelle durchläuft. 

Lösung. Als Differentialgleichung der Bahn erhält man 

c^cos^y 
hieraus folgt durch Integration 

Die Wurfweite ist durch die transcendente Gleichung 

2h{^ + (?k sin2y) w^g (e^**^ — 1) 
bestinmit. 

Für die Wurf höhe ergiebt sich 

1. 1 )/ I 27 • o .Tg + c^'ksin2y o, . o I 

Zur Erreichung der Bahnstelle xy braucht der geworfene Körp 
die Zeit 

ckcosy 
und im Scheitel langt er in dem Augenblicke • 

t = ^ I j/ g + c'^^sin2y ^ ^ ) 
' ck cosy } r g ) 

an. 

Seine Geschwindigkeit ist im Allgemeinen 

t; = ccosy e~^^ 
und an der höchsten Stelle der Bahn 



Vi = ccosy 1/ . o? . ,. « 



, Aufgabe 88. Auf einen materiellen Punkt , welcher sich zur Ze 
Null im Coordinatenanfange eines rechtwinkligen Systems in Rul 
befindet, wirken zwei constante Kräfte Ä und B in der Eichtung d 
positiven flj, bezüglich in der der positiven y. Die Bewegung erfolgt 
einem Mittel , welches proportional der Geschwindigkeit v und derart 
widersteht, dass die Stärke des Widerstandes für die Einheit von 
gleich k ist. Man soll berechnen 
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I. welche Geschwindigkeiten t;.r, Vy^ v der Punkt zur Zeit t be- 
sitzt und welchen Grenzen sich dieselben nähern : 
U. wo er sich zu dieser Zeit befindet; 
in. in was för einer Bahn er läuft. 
Lösung. Die gesuchten G eschwindigkei ten sind : 



k 

A B 

ie gehen bei in's Unendliche wachsender Zeit über in — , bezüglich— 



und 



yi^+B? 



k 

Für die Coordinaten des Ortes des sich bewegenden Punktes 
findet man 

y = ^ {kt + e-i" - 1); 



Daithin als Gleichung der Bahn 



B 



Die Bewegung erfolgt also von aus in einer Geraden, die den 
Kinkel ardan -j mit dem positiven Theile der rc- Achse bildet. 

Aufgabe 89. Wie die vorige Aufgabe , doch liegt eine Anfangs- 
geschwindigkeit c vor , deren Richtung den Winkel a mit der der posi- 
^ven Abscissen bildet. Femer soll sich ^ zu ^ verhalten wie cos a zu 
^iw «f. Die Untersuchung der Bewegung wird in demselben Umfange 
^ie bei Nr. 88 verlangt. 

Lösung. Man kommt zu den mit dem Vorhergehenden leicht 
Vergleichbaren Eesultaten 

rC 

Vy = -T- (1 — /?""*"') + c 5m ae-*', B = Atanct^ 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. aual. Mechanik. II. 6 



S3 AnJ^zabm l'.«r i^ imLsL^sä^ ^^r^uE^ eines fineien Ponl 



» = r fr?« c . 
Sie lehren, das^s aar."b hier die r^^. r, und r sich den 



A B J A' + B^ ^ , ^ ^ ^ „. T. 

— y — , nShem TJid aass aaoh hier die Bewegung 

linig erfolgt y nSmlieh in der Bichnmg der Anfangsgeschwinc 



n. Knunmlinige Bewegungen im Ranine. 

A. Vorgeschriebdn die Art der Bahn, in welch« 
der Punkt bewegen soll , oder die Geschwindif 

desselben, oder beides. 



Aufgabe 90. Die Bewegung eines materiellen Punkte 
derartig, dass die rechtwinkligen Coordinaten a*, y, r seines ( 
mer dem Quadrate der verflossenen Zeit proportional sind , für 
heit der letzteren aber die Längen a , 6 , c haben. 

In was ftlr einer Bahn läuft er? Mit welchen Achsengesc 
keiten und mit welcher Bahngeschwindigkeit? Wie sind die 
Inenden, im Sinne der positiven Coordinaten wirkenden Kräj 
und Z lieschaffen? 

Lösung. Die Bahn ist eine durch den Ursprung des 

gc;hende Gerade, deren xy- und irr-Projectionen mit der a:-i 

h c 

Winkel aräan — und arctan — bilden. 

a a 

Die Achßcngeschwindigkeiten nehmen zu wie die Zeiten < 

die Qua^l ratwurzeln der Coordinaten; es ist nämlich 

Vy = 2ht = 2j/hy, 
Va=^2 ct~2]/cz. 
In der Bahn herrscht die Geschwindigkeit 



v = 2}/a^ + b^ + (^t = 2 j/ax + hy+ cz. 
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Die Eräffce, denen der Punkt unterliegt, sind constant und zwar 

X = 2a, r = 26, Z = 2c. 

Aufgabe 91. Die rechtwinkligen Ooordinaten eines sich bewegen- 
den Pnnktes hängen durch die Gleichungen 

x = a + «1^ + 02^"*^'» 

z = c + c^t + c^ ß-*', 

in denen die a, h und c bekannte coustante Grössen sind, von der ver- 
flossenen Zeit t ab. 

Man soll angeben, welcher Art die Kräfte X, F, Z sind, die diese 
Bewegung erzeugen, und welche Geschwindigkeiten v^, Vy, v^, v der 
Punkt zur Zeit t besitzt. 

Lösung. Zunächst findet man 

und hat damit auch v = yva:^ + Vy^ + V:^, 

Wenn die Zeit in's Unendliche wächst, so nähern sich v^, Vy und Vz 

^en Grenzen a,, h^ und c^; mithin v der Grenze ^a^^-f- 6,^-f c,^; die 
Bewegung geht also in eine gleichförmige über. 
Für die beschleunigenden Kräfte ergiebt sich 

^ofar auch geschrieben werden kann 

Z =kCi — kvz< 

Man ersieht hieraus , dass diese Kräfte immer abnehmen und sich 
der Grenze Null nähern; ferner, dass die Bewegung hervorgebracht 
werden kann, indem man an dem Punkte drei constante Kräfte ka^^ 
k\^ Ajc^, deren Richtungen senkrecht auf einander stehen, wirken 
lässt und zwar in einem Mittel , welches proportional der Bahngeschwin- 
digkeit V derartig widersteht, dass für v = \ der Widerstand = k ist. 

6* 
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Aufgabe 92, Die Geschwindigkeit , mit welcher ein irgend wie 
sich bewegender Punkt in seiner Bahn läuft , ist immer eine Function 
der in der letzteren zurückgelegten Strecke , also v = f{s)] welche Zeit t 
braucht er zum Durchlaufen von s und welche {t^) speciell dann , wenn 
v = {c + sY ist? 

Lösung. 

wobei die Constante so bestimmt werden muss , dass für s = auch 
t = ist. 

Femer, für w = 1, 



hingegen , für w ^ 1 , 









1 



1 — n 



Aufgabe 93. Im Sinne der rechtwinkligen Coordinaten x^y^ z^ 

rückt ein punktartiger Körper mit den Geschwindigkeiten Vx = L j/x ^ 

Vy = M j/y ^ Vz = N j/z vor , indem er seine Bewegung zur Zeit Null 
im Anfange des Systems beginnt. 

Was für Kräfte X, Y, Z treiben ihn an? Welcher Art ist dies 
Bahn, in der er läuft? ^ 

Lösung. Die beschleunigenden Kräfte sind constant, nämlichi 
\Iß, I ilf 2 und i JV2. 

Die Bahn ist eine durch den Coordinatenanfang gehende Gerade, 

deren xy - und aj;e:-Projectionen die Winkel ardcm y^-, bezügliclm 
ardan r^^, mit der ic- Achse einschliessen. 



Aufgabe 94. Zwei der Bahnprojectionen eines Punktes haben, 
auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen, die Gleichungen 

y = Ax, 

z^Bx—C. 

Die Geschwindigkeit, mit welcher er parallel zur a;- Achse sich be- 
bewegt, ist 

-yj: = + Ä ](/a^ — a;^. 

DerY'anf hat zur Zeit Null an der Stelle ahc begonnen. 
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Man soll das Nähere über die Natur desselben ermitteln; nament- 
lich über die zu allgemeinen Zeiten und an allgemeinen Bahnstellen 
herrschenden Geschwindigkeiten , über die Art der den Punkt bewegen- 
den Kräfte und über die Orte , an denen er sich zu den verschiedenen 
Zeiisen befindet. 

Lösung. Die Bahn ist, wie die gegebenen Gleichungen lehren, 
eine Gerade, welche durch diejenige Stelle der ;?- Achse geht, die 
um C unter dem Coordinatenanfange liegt. 

Zur Zeit t befindet sich der Punkt an dem Orte 

a; = a coshtj 

y = Aacoslct^ 

z = Ba coskt — C 
Tixxd bewegt sich mit den Geschwindigkeiten 

Vjc = — aksinktj 
Vy = — Äak sinkt , 
Vz = ^ Ba k sinkt ^ 



v = ak}/l+Ä^ + B^ sinkt, 
deren Werthen sin kt durch 

1^/^^"=^, + ^ j/JÄäf^' oder ± ^ }/{Bay -{z+ Cy 

^>^setzt werden kann. 

Man erkennt , dass die Bewegung eine periodische ist , bei welcher 

^ie Zeit — zu einer ganzen Schwingung gebraucht wird. 

Die beschleunigenden Kräfte sind 

X = — ak^ coskt = '- k^x, 

Y= — Äa k^ cos kt = — k^y, 

Z = -Bak^coskt = -k^0 + C). 

Es können also die vorliegenden Bewegungserscheinungen z. B. 
dadurch erzeugt werden , dass der Punkt nach dem Coordinatenanfange 
hin einer Anziehung unterliegt, die dem Abstände r proportional ist, 
für r = 1 aber die Stärke k^ besitzt und dass auf ihn ausserdem noch 
eine im Sinne der negativen z gerichtete Kraft C (etwa seine eigene 
Schwere) wirkt. 

Aufgabe 95. Ein materieller Punkt bewegt sich derartig, dass 
die Horizontalprojection seiner auf ein rechtwinkliges Coordinaten- 
sjstem bezogenen Bahn die Gleichung 
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h 

besitzt In der Kichtong der ^- Achse hat er die Geschwindigkeit 

ry = ^hk sin2kt] 
in der Richtung seiner Bahn 

r = J A- }/ä- + h' + <^ sin 2kt. 

Zur Zeit Null befand er sich im Coordinatenanfange in Ruhe. 

Man soll seine Bewegung untersuchen, nämlich ermitteln, welckxe 
Achsengeschwindigkeiten r^ und r- er zur Zeit t besitzt, wo er sich zu 
dieser Zeit befindet , in was für einer Bahn er läuft , ob und wie seine 
Bewegung periodisch ist, welcher Art die beschleunigenden KräPfec 
sind , die sie erzeugen und ob dieselbe vielleicht dadurch hervorgebracht 
werden kann , dass der Punkt proportional der Entfernung angezogen 
wird durch den Coordinatenanfang und durch drei Punkte Ä^ B^ G ^ 
von denen A auf der x- Achse um a, B auf der j^- Achse um 6, Caizf 
der jEf- Achse um c von entfernt liegt. 

Lösung. Dis Achsengeschwindigkeiten Vx und v» sind 

t;x = ^aA*5m2Ä'f, 
Vz = \cks\n 2kt; 

die Coordinaten des Ortes 

a? = ^ a (1 — cos2kt) = i a sin^ kt, 
y = 1 6 (1 _ cos2kt) =-^h sinnt, " 
= ^c{l — cos 2kt) - ^ c sin^ kt. 

Die Bahn ist eine von nach der Stelle ahc gerichtete Grerade, den:»^ 
die Gleichungen ihrer Projectionen lauten 

h c c 

a a 

Die Bewegung ist eine periodische. 

Für< = 0, |, 2j, 3p....ista; = 0, y = 0, « = 0; 

jTC ^r ^^f 

für *=^i^, 4p 1^, •••• ista;=ia, 2^ = i6, x? = ic, 

und es sind diess die kleinsten , bezüglich die grössten Werthe , welche 
die Coordinaten erreichen können. 

Zu einer ganzen Schwingung wird die Zeit T =^ - gebraucht. 

k 



.• ] 
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I 

Ferner sieht man, dass Vx, Vy und v^ gleich sind, für < = 0, 
P ^h ^%' ; jedoch auch für « = ^ p |p |p 

Die grössten und kleinsten Werthe von v^, v,j^ Vt und v , näm- 
lich+^aÄ-, +i6Ä, +_^cTc, + ^/a^+^Ho-^^:, treten füraj=ia, 

^=|6, j2: = + cein, das ist zu den Zeiten ^ = 4- — , ^ — . 1^— ,.... 

Für die beschleunigenden Kräfte findet man 

r= 6 A;2 cos 2kt ^k^h- 4:y) , 
Z = ck^cos2kt = k^{c-A0). 

Da die von den vier Punkten 0^ A^ B und (7 ausgeübten Anzieh- 
ungen auch diese X, Y und Z liefern, wenn für die Einheit der Ent- 
fernung die Intensität der Attraction gleich k^ ist , so kann die vorlie- 
gende Bewegung durch sie erzeugt werden. 



ß. Vorgeschrieben die Kräfte, welche die Bewegung 

erzeuii^-en. 

Aufgabe 96. Gewisse einen Punkt beeinflussende Kräfte setzen 
^ich zu den im Sinne der positiven Coordinaten wirkenden constanten 
•^ — A^^ Y=B^ und Z=(ß zusammen. Die Bewegung beginnt zur 
^eit Null vom Ursprünge des rechtwinkligen Systemes aus mit der 
Creschwindigkeit c, deren Eichtung die Winkel a, jS, y gegen die Achsen 
bildet. 

Welche Geschwindigkeiten Vx^ Vy^ «;» , v herrschen an der Stelle 

Wie viel Zeit braucht der Punkt, um bis hierher zu kommen? 

Wo befindet er sich zur Zeit ^, und welche Werthe haben in die- 
sem Augenblicke die v^j Vy, v^ und t;? 

In was für einer Bahn läuft er? Wie ist sie beschaffen für C=B=A 
und y=ß=:ia? 

Lösung. Man findet zunächst 



Vy = ]/c^cos^ß + 2B^y, 



mithin 
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Zur Erreichung der Stelle xyz ist die Zeit 
1 



t^-^^{j/c^cos^a+2Ä^x-ccosa) = —^{]/(^cob^ß+2B'^y-cco8ß) 



= 7^ V<^ cos^ y + 2 C^^0 — ccosy) 

nöthig. Zu derselben sind die Coordinaten des Ortes 

x^={ccos ct)t + ^ A^t^ , 
y==(ccosß)t + \BH\ 
= {ccosy)t + ^CH\ 
und die Geschwindigkeiten 

Vx = ccos a •\'Ä^ty 
Vy = ccosß + B^ty 
Vz = ccosy + C^t, 

v = j/(^ + 2c {Ä^ coscc + B^ cosß+ C2 cosy) t + {Ä^ + B^ + G^) tK 

Alle diese Ausdrücke sprechen ziemlich einfache Gesetze aus. 
Die ir«/-Projection der Bahn ist eine gemeine Parabel; ihre 
Gleichung lautet 

B^x^ + A^y^ — 2A^BHy — 2c cosß {A?ccosß - B'^ccos(i)x 
+ 2cco5a {A?ccosß —B^ccosa)y = 0, 

In dem in der Aufgabe bezeichneten speciellen Falle ergiebt sich 
eine durch den Coordinatenanfang gehende Gerade, welche einen 
Winkel von 45^ mit der ä;- Achse einschliesst. Das Analoge gilt für die 
beiden anderen Projectionen. 

Aufgabe 97. Wie Nr. 96 und in demselben Umfange zu lösen; 
doch sind die beschleunigenden Kräfte den Coordinaten x, y, z propor- 
tional und haben nur für die Einheiten der letzteren die Werthe Ä^, 
B\ CK 

Lösung. Die Geschwindigkeiten sind dann 

Vy=:y?cos^ß + B^y\ 
v=:j/c^ + Ä^x^ + B^y^ + C^z^. 



* Nochmals wird auf die am Schlüsse von Nr. 73 stehende „Anmer- 
kung*^ aufmerksam gemacht. 



\ 



\ 



Aufgaben über die krummlinige Bewegung eines freien Punktes. 89 
Die Stelle xyz durcbläuft der Punkt in dem Augenblicke 



t — —r l , 

A ccoscc 

"Welcher auch bezeichnet werden kann , indem man auf der rechten Seite 
der Gleichung A, cc und x durch B, ß und t/, bezüglich C, y und g, 
ersetzt. 

Femer sind zur Zeit t die Ortscoordinaten 

ccosa , . __ ... 
^ = ■"2^7 (e^^ — e--^0» 

und es herrschen um dieselbe die Geschwindigkeiten 

Vy = ^ccosß{e^^ +e-^0» 



Für die Bahn findet man 



ccosß 



2B 

als Gleichung der a;t/-Projection und 






C C 

ccosy ( -j -l\ 



als solche des ä;;8?- Risses, wenn zur Abkürzung 



Ax'\- j/A^x^ + c^ cos'' a 



= § 



ccoscc 
gesetzt wird. 

Für den am Schlüsse der Aufgabe 96 erwähnten besonderen Fall 
geht auch hier die Bahn in eine geradlinige über , welche die Gleichun- 
gen y = X und z=^ x besitzt. Dieses Resultat ergiebt sich sofort auch 
ohne Rechnung aus der Natur der Sache. 



r 
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Aufgabe 98. Zur Zeit Null befindet sich ein materi^er Punkt; 
an der Stelle ahc eines rechtwinkligen Coordinatensystems in Eiüie. 
Er unterliegt seiner eigenen Schwere, die im Sinne der negativen je 
wirkt, und einer Anziehung nach dem Coordinatenanfange, welche dem 
Abstände r von demselben proportional ist und für r = 1 die SiÄrke 
W hat. 

Man soll in passender Keihenfolge berechnen , welche Geschwindig- 
keiten Vxi Vy, Va, V zur Zeit t und an der Stelle xyg vorliegen; wie 
lange es dauert, bis der sich bewegende Punkt hier her kommt; wel- 
ches um die Zeit t die Coordinaten seines Ortes sind ; in was für einer 
Bahn er läuft; ob die Bewegung periodisch ist und in welcher Weise. 

Lösung. Nach Verfluss der Zeiit herrschen die Geschwindig- 
keiten 

Va: = ^ ak sinkt ^ 

Vy = —bk sinkt, 

g + ck^ . ,^ 
V:^ = — - — - — sinkt, 

rC 

v = -j j/{a^ + b^) Ar* + G/ + ck'^Y sinkt 

oder, wenn mit Vq der ursprüngliche Abstand des Punktes vom Coordi- 
natenanfange bezeichnet wird , 

1 



v = —rYk'^rQ^ + g^ + 2cgk^smkt. 
k 



An der Stelle xyz haben sie die Werthe 



Vx= + k ^c? — x^ , 



V:, = ±j/k\(?-0^)+2g{c-0) 

oder , was mit den beiden vorhergehenden Ausdrücken besser überein- 
stimmt, 

und endlich 



^:=: + j/]c\r^^-r^) + 2g{c-z), 



welches letztere sehr leicht auf noch andere Formen gebracht , nämlich 
durch X, y oder iS allein ausgedrückt werden kann. 



lETUl 
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Femer ist 

1 X l y 1 ff + ^^^ 

t=—arccos — = — arccos^=^ — arccos — . -^ 
K a k OK g + KTc 

diejenige Zeit, zu welcher sich der Punkt an der Stelle xyz befindet. 

Die Coordinaten der Letzteren haben , ausgedrückt durch die Er- 
stere, die Werthe 

x = acoskt, 
y =z hcoskty 



^ "^ w ! (^ + ^^^) coskt — gl 



Mithin sind 



^ ^OOI'l- 



y = -x, 
a 

^_ g + ck\ g 

g + ck^ g 

hk^ ^ k^ 



die Gleichungen der drei Projectionen der Bahn. Dieselbe ist also eine 
Gerade, von dem Anfangspunkte abc nach derjenigen Stelle der 

^- Achse gerichtet, welche um ~ unter dem Coordinatenanfange liegt. 

Die vorstehenden Resultate lassen die Bewegung als eine perio- 
dische erkefinen und zwar als eine solche , bei welcher 

Xy y und e gleich a, b und c sind zu den Zeiten 0, 2 — , 4 — ,...; 

k k 



Tc ^ n 



n 



hingegen gleich 0, Ound— ^, für « =4^p f p |p . . .: 

jv V 1 . , , , ck^+2g 7t ^n ^n 

endlich gleich ^ Uj — b und r^ — ^ , wenn t = —y o— , 5—, . 

iC tC rC rC 

Die Dauer einer ganzen Schwingung ist also 



T = 2r-. 

k 



Die Geschwindigkeit in der Bahn geht von bis 
F= + lrV{a^ + b^)k^+{g + ck^Y = ± r Vk'r^^ + 2cgk^ + g^ 



h 



k 
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Aufgabe 99. In der Spitze einer dreiseitigen Pyramide OÄBC, 
welche die Kantenlängen 0Ä = a^ OB = h, OC = c und bei eine 
rechtwinklige Ecke hat, befindet sich zur Zeit Null ein materieller 
Punkt in Ruhe. Er wird von den vier Ecken 0, Ä, B^ O proportional 
der Entfernung und zwar derartig angezogen , dass flir die Einheit der 
letzteren die Stärke der Attraction gleich Ic^ ist. 

Es soll in geschickter Folge erforscht werden, wo sich der Punkt 
zu der Zeit t befindet, in was für einer Bahn er läuft, welche Greschwin- 
digkeiten Vxy Vy^ Vz , v er an der Stelle xyz und um die Zeit t besitzt, 
ob die Bewegung periodisch ist und wie. 

Lösung. Auf ein System bezogen, dessen a;- Achse OAy dessei^ 
^- Achse OB und dessen ;2?- Achse OG ist, sind die Coordinaten des 
Ortes zur Zeit t 

y = \ h sw?lct^ 
z = ^c sin^Jct. 

Hiernach erkennt man die Bahn als eine von nach ahc gerichtete 
Gerade. 

An der Stelle xyz herrschen die Geschwindigkeiten 



v^= + Jc j/2x{a — 2x) , 



Vy== + Jcj/2y{h--2y), 
Vz = +_k]/2z{c-2z), 



v= + Jcj/2[{ax+l)y+cz)-2 {x^+y^+ z^] . 

Die Letzte derselben kann auch leicht durch a?, y oder z allein aus- 
gedrückt werden , nämlich 

v=: + - j/2{a^+h^ + (^){a-2x)x 

0/ 

und analog 

^ = /'(2/), 'o = f{z). 

Um die Zeit t besitzen die Geschwindigkeiten die Werthe 

Vx = J2 (iJcsin2kt, 
Vy = ^h k sin 2kt^ 
Vg, = ^ck sln2kt, 



v = ^j/a^ + V^ + (ßksin2kt. 
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Aus diesen Resultaten erhellt , dass die Bewegung eine periodische 
ist. Null und ^a^ ^ 6 , ^c sind die kleinsten , bezüglich die grössten 
Werthe, welche die Coordinaten x, y^ z erreichen können; die kleinsten 

TT ^TT 7F ^TF 

treten ein zu den Zeiten 0, — , 2 — , 3 — ,...;die grössten um \ — , 

rC tC K tC 

Es ist daher — die Dauer einer ganzen Schwingung. 

Je 

Die Maximal- und Minimal werthe von Vx^ ^i^, ^r nnd v sind be- 
züglich +^4^ afc, Hh^fcA;, j^^cÄ;, + i^ j/ ä^ + b'^ + c"^ 7c. Sie liegen 

7F ^r ^c 

vor zu den Zeiten -J- ^ , f -r- , ^ X ' • • • ' ^- ^- <^^^^ > wenn x = ^ a, 

tC fc fc 

^ = ^6, z = \c ist. 

Zu Null werden diese Geschwindigkeiten für 

^ = 0, i-^> l^j i~j^') * " ' 

Aufgabe 100. Drei constante Kräfte A, B^ C^ welche auf ein- 
ander senkrecht stehen , beeinflussen einen materiellen Punkt , der an- 
fanglich die Geschwindigkeit v^y unter den Winkeln A, |li, v zu J., J5, (7 
besitzt. Das Mittel, in welchem er sich bewegt, widersteht der Ge- 
schwindigkeit proportional und derartig, dass für die Einheit derselben 
der Widerstand gleich Je ist. 

Die Coordinaten x^y^z des Ortes, die Geschwindigkeiten t;^, Vy^ 
«?a, V und der letzteren Grenzwerthe, sollen als Functionen der vom 
Bewegungsbeginne an gezählten Zeit t bestimmt werden und zwar bei 
Zugrundelegung eines Systems , für welches die Richtungen der Achsen 
der aj, y und z zusammenfallen mit denen der Kräfte A^ B und C, 

Lösung. Man gelangt leicht zu folgenden Resultaten, in denen 
zur Abkürzung VqCOsX mit a, VqCOS^ mit (3, VqCOSv mit y bezeichnet 
wurde : 

x==^\Äkt + {Ä-Jca){e-'"-l)\, 
y = ~\Bkf + {B-kß){e-^'-l)\, 
z = l \CJct + {C-lcy) ie->"-l)], 
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/.,-it-B-(5-fc|S)c-*'}. 
^. = j\C-{G-kY)e-'"\, 



womit auch v = j/vj^ + t^y^ + Vs* bestimmt ist. 

Die Geschwindigkeiten Vx, Vy^ Vz und v nähern sich , wenn t in^s 

A S C \ 

Unendliche wächst, den Grenzen — , — , -7-» "T ^^-^'*+ -Ö^ + C-; 

h/ h/ K K 

die Bewegung geht also nach und nach in eine gleichförmige über. 



Capitel III. 



Aufgaben über die Bewegung eines Punktes auf 
Torgeschriebenen festen Bahnen. 



Erklärung. Die Bewegung eines Punktes auf einer vorgeschrie- 
benen festen (unveränderlichen , starren) Linie oder Fläche lässt sich 
auf eine freie Bewegung desselben zurückführen, wenn man den Wi- 
derstand , welchen die Linie oder Fläche leistet , durch eine Normal- 
kraft ersetzt. Es gelten dann eben die für freie Bewegung bekannten 
Sätze und Gleichungen. (Man vergleiche die „Erklärung" zu Cap. IL) 

L Bewegung auf einer ebenen festen Linie. 

A. Ohne Widerstand. 

Aufgabe 101. Auf einer in einer Verticalebene liegenden Curve 
(Fig. 10), deren Gleichung 

x = f{z) 



Sregeben ist, rollt ein materieller 

^Qnkt in Folge der alleinigen Wir- 

^Q^g der Schwere herab. Er be- 

5^^^Wt seine Bewegung zur Zeit Null 

^ einer Stelle J., deren den 

^öirtii Ji besitzt, mit der Anfangs- 

^ösoliwindigkeit c. Man soll 

1. seine Bahngeschwindigkeit v 
als Function von bestim- 
men , mit besonderer Berück- 
sichtigung des Falles c = 0; 
[. diejenige Zeit ^, welche er 
braucht, um bis zur Höhe 
herabzurollen; 



Fig. 10. 



Z 




^v^ 
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III. soll man angeben, wie sieh e, x, v, die Tangentialkraft Tm 

der Druck D , welchen die Curve erleidet , als Functionen di 

Zeit t bestimmen lassen. 

Lösung. I. Denkt man sich den von der Curve geleisteten W 

derstand durch eine Normalkraft Versetzt, so lauten die Differentia 

gleichungen der Bewegung 

d^x „ . ..dz 

dr ds 

^& -j ^dx 

wobei unter s der von der ;8f- Achse aus gezählte Bogen verstanden ist. 
Durch Elimination der Normalkraft N und mit Beachtung von 

2 



^ '" dt' \dt) '^\dt) 



folgt hieraus 

1) v= + yc^ + 2g(h-0). 

Diese Gleichung lehrt, dass die Geschwindigkeit s) des Punkte 
ganz unabhängig ist von der Natur derjenigen Curve, auf welcher e 
herabrollt, dass sie vielmehr nur von der Höhe h — abhängt. Der Puni 
erlangt also, wenn er auf irgend einer verticalen Plancurve dure 
irgend eine Höhe herabrollt, dieselbe Geschwindigkeit, als wenn e 
diese Höhe frei durchfällt. 

Für c = ist 

v= + ]/'2g{h-0), 

mithin die Geschwindigkeit der Quadratwurzel aus der durchrollte 
Höhe proportional. 

Die Gleichung 1) kann übrigens auch — und schneller — dadurc 
gefunden werden, dass man g in eine normale und in eine tangentia 
Componente (T) zerlegt. 

IL Diejenige Zeit t , welche verstreicht , bis der Punkt zur Höhe 
herabrollt, folgt aus 1) und aus 



ds^ j/dx^ + dz^ _ yi + f (zf 

^'~ dt^ dt ~~ dt 



leicht zu 



Sie ist also (im Gegensatze zu v) von der Art der Curve abhängig. 
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in. Aus 2) folgt 

also, wenn diese Gleichung nach z lösbar ist , 

daher 

a- = /-[if;(0] 

und 



Sodann hat man ftlr die Tangentialkraft 

dz 

I Endlich ist der Druck D , welchen die Curve erleidet , die Resultante 

dfX 
zur Nonnalcomponente der Schwere, d.i. zw gcosx=g —^ und zur 

CvS 

Centrifagalkraft — . 

Diese Ausdrücke sind , unter Benutzung der vorhergehenden 
Gleichungen, schliesslich ebenfalls als Functionen von t darstellbar. 

.Aufgabe 102. Wo befindet sich der Punkt zur Zeit t und wie 
gross ist um diese Zeit seine Geschwindigkeit v , wenn die Curve , auf 
welcher er herabrollt, die Gleichung 

9^2 {x + df = (c2 + 2r7Ä - 1 - 2gzf 

"^^^ aUes Uebrige aber so ist, wie bei der vorhergehenden Aufgabe? 

Lösung. Wenn man zunächst — nach den bekannten Regeln 
"6r analytischen Geometrie und der Differentialrechnung — die Cur- 
veuform imtersucht , so bemerkt man gelegentlich mit ^ dass 

sein muss , falls das Herabrollen aus beliebig vorgeschriebenem h mög- 
^^ sein soll. Ist nämlich c <! 1 , so ergiebt sich das grösste z der Linie 
*^löijiej. als /», so dass dann die letztere gar nicht bis zu dem Anfangs- 
punkte der Bewegxmg {A in Fig. 10) hinaufreicht. 

Aiif dem in der Lösung der vorhergehenden Aufgabe eingeschla- 
genen Wege findet man 

z = h — t 

als diejenige Höhe, in welcher sich der rollende Punkt zur Zeit / befin- 
det; femer 
; V = ]/e^ + 2gt 

/als die in diesem Augenblicke herrschende Geschwindigkeit. 

FuhrmaDU, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 7 
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Aufgabe 103. Im Allgemeinen wie Nr. 101. Die Gleichung der 
Bahn ist 

wobei a der Abstand des Bewegungsanfanges A von der jg?- Achse. Der 
Ort und die Geschwindigkeit des Punktes sollen als Functionen der Zeit 
t bestimmt werden. 

Lösung. Die Bahngleichung lehrt, dass man es mit einer ge- 
meinen Parabel zu thun hat und dass auch hier c ^ 1 sein muss , wenn 
für ein beliebig vorgeschriebenes h der Anfangspunkt A auf der Bahn 
liegen soll. 

Für die Coordinaten des Ortes des Punktes erhält man 

' = Tg (^+2^'* - 1) - y ("■ + «' + 0'; 

für die Geschwindigkeit 



Aufgabe 104. Die Gleichung der Bahn , auf welcher ein schwerer 
Punkt herabrollt, sei 

bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen a?- Achse ver- 
tical abwärts gerichtet ist. Die Bewegung beginne ohne Anfangs- 
geschwindigkeit im Ursprünge des Systems, und es wirke nur die 
Schwere. 

Die Geschwindigkeit t', die Abscisse x und der von der Bahn er- 
littene Druck D sollen durch die Zeit t ausgedrückt werden. 

Lösung. Der in den vorhergehenden Lösunga» benutzte Weg 
führt zunächst auf die Gleichung 




1 + 7/ii 

r a 

(lx^j/2gt + Consf. 



Mit Anwendung der Substitution 

1+7/-^ _, 
folgt hieraus sehr leicht 



wobei > 

i 
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■■=*/lr. 



ist und die Zeit vom Beginne der Bewegung an gezählt wird. 
Sodann ergiebt sieh für die Geschwindigkeit 

femer für den Druck 



Aufgabe 105. Ohne Anfangsgeschwindigkeit rollt (von dem Co- 
ordinatenursprunge aus) ein schwerer Punkt auf der Lemniscate 



r=^a y cos2i\) = a ]/ sin 2 d 

herab. Man soll 

I. die Zeit t bestimmen , nach deren Verlauf die allgemeine Stelle 

P der Curve erreicht wird und 
n. diese Zeit mit derjenigen (t^) vergleichen, welche zum Durch- 
rollen des Leitstrahles OP nöthig sein würde. 
Lösung. Zunächst kommt man auf 

r a J ]/sin2ecosdj/sin2d' 
Da sich diess auf die Form 

r 4:y2g J 
bringen lässt , so entsteht 



f = j/^Vl±_-j/ ian%, 



-wenn vom Bewegungsbeginne an gezählt wird. 

n. Die Zeit t^ , welche der Punkt brauchen wüi'de , um auf dem 
Leitstrahle OP herabzurollen, ist (Lösung der Aufg. 5) bestimmt durch 

s = \ g cosd . t^. 

Umgeformt und auf t^ reducirt liefert diess den Satz , dass die bei- 
den Zeiten t und t^ einander gleich sind. 

Aufgabe 106. Das Herabrollen eines schweren Pimktes erfolgt 
auf der starren Curve 

_ , ([_ 2 

2 c- 



47'6359 
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Es beginnt zur Zeit Null an der Stelle Ä, deren Coordinaten sind 

Dabei ist k eine positive Constante und c die im Sinne der Abscis- 
sen gerichtete Anfangsgeschwindigkeit. 

Es soll zunächst die Natur und Lage der vorgeschriebenen Bahn 
angegeben werden , nachher aber die Art der Bewegung des Punktes, 
nämlich wie gross seine Geschwindigkeit v an jeder Stelle z und zu jeder 
Zeit t ist, wie lange er braucht, um bis zur Höhe herabzurollen, wie 
sich die Coordinaten seines Ortes als Functionen von t ausdrücken las- 
sen und welchen Druck D die Curve zu jeder beliebigen Zeit erleidet. 

Lösung. Dass die Bahn eine gemeine Parabel ist, deren Achse 
der j?- Achse des Coordinatensystems parallel liegt , erkennt man sofort 
aus der Art ihrer Gleichung. Bringt man die Letztere auf die Normal- 
form §^ = 2p f , so lautet sie 



/ (^ky__2c^fcn^ \ 



c^ 



lehrt also , dass Ä der Scheitel ist und — der Halbparameter. 
Für die Geschwindigkeit des Herabrollens findet man 



Bis zur Erreichung der Höhe verstreicht die Zeit 

1 



Die Coordinaten des Ortes sind 

9 

^~" 2g 2^' 

Der Druck D ergiebt sich zu Null. Diess lehrt, dass die YOtg^ 
schriebene feste Bahn gerade diejenige Parabel ist, in welcher d^ 
schwere Punkt frei gefallen sein würde , wenn er von Ä aus mit d^ 
Ajafangsgesch windigkeit c horizontal fortgeschleudert worden w^-i^^ 
Hiervon kann man sich auch leicht unmittelbar überzeugen. (Atift 
65 ist zu vergleichen.) 
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Aufgabe 107. Auf welcher Linie rollt ein Punkt, der nur seiner 
jhwere unterliegt , so herab , dass er sich mit der Geschwindigkeit c 
eichförmig vom Horizonte entfernt? 

Lösung. Wir nehmen den Anfangspunkt der Bewegung als Co- 
rdinatenursprung, legen die o;- Achse horizontal, die j?- Achse vertical 
ach unten. Dann ergiebt sich (aus der Bedingung , dass die Achsen- 
Geschwindigkeit Va constant, nümlich gleich c, sein soll) 



f 



(? + 2gz_ 



kls Differentialgleichung der gesuchten Curve. Hieraus folgt 

Die Bahn ist also eine semicubische oder NeiTsche Parabel 
- die bekannte Evolute der gemeinen. 

Aufgabe 108. Wie Nr. 107; doch soll der rollende Punkt sich 
leichförmig von der Anfangsstellc seiner Bahn entfernen, d. h. es soll 
11 der Richtung der geradlinigen Verbindung des Ursprunges mit dem 
etreffenden Curvenpunkte immer die Geschwindigkeit c herrschen. 

Lösung. Da t;r gleich c sein muss, so lautet die DifFerential- 
leichung der Bahn 

dr 
ds 

Dabei ist ein Polarcoordinatensystem zu Grunde gelegt, mit ver- 
9»1 nach unten gerichteter Achse und dem Bewegungsursprunge 
Pol. 

Auf dieses bezogen ergiebt sich die Polargleichung der Bahn zu 

d% V 

/ — Ä + Const ] 
ycosO J 

^ auch , wenn die Substitution cosd = u benutzt wird , zu 

r = {Const ^:=z I —y ^ ) . 

V 2j/2g J ViA-u?^ • 

In beiden Ausdrücken müssen die Integralwerthe , die durch Qua- 
'»turen bestimmt werden können, so genommen werden, dass für 
== auch r = wird. 

Aufgabe 109. Das Herabrollen eines nur der Schwere imterlie- 
^den Punktes beginnt mit der Anfangsgeschwindigkeit c an einer 



-\2l/2gJ 
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Bahnstelle A. Es soll derartig erfolgen , dass sich derselbe dabei um 
ein festes Centrum mit einer Winkelgeschwindigkeit bewegt, welche 
der Entfernung von dem letzteren umgekehrt proportional ist und für 
deren Einheit den Werth v hat. Das Centrum befindet sich in der 
Ebene der Curve und zwar in dem senkrechten Abstände 0^= 1 von 
der letzteren. 

Die Polargleichuug der Bahn soll bestimmt werden. Die Achse 
des Coordinatensystems wird durch 0, senkrecht zu OA und vertical 
nach unten gelegt. gilt als Pol. 

Lösung. Man findet 

^ 2_^ 

g {fVcosddd-\- Const) 
oder , wenn cos6 = (o gesetzt wird, 

20" 



rzzz 



"("""'-■//rä"»)' 

wobei die Constante so genommen werden muss , dass für 6 = -^ 
sich r =- 1 ergiebt. 

Aufgabe 110. Bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system, dessen ;?- Achse vertical nach unten liegt, ist eine gemeine 
Kettenlinie durch ihre Gleichung 

7. o: X 

^=.. _(eT+e "T) 

gegeben. Auf der Aussenseite derselben rollt ein Punkt in Folge der 
alleinigen Wirkung seiner Schwere herab. Er beginnt seine Bewegung 
an der Stelle A , deren z gleich a O h) ist. 

Man soll denjenigen Ort bestimmen, an welchem der Punkt die 
Bahn verlässt (von ihr abspringt) und zwar sowohl für den Fall, dass 
eine Anfangsgeschwindigkeit c da ist, als auch für den, dass keine vor- 
liegt. Dabei wird c selbstverständlich derartig vorausgesetzt, dass es 
nicht ein sofortiges Wegfliegen veranlasst. 

Lösung. Das Abspringen tritt offenbar da ein, wo die Normal- 
componente der Schwere, welche nach innen gerichtet ist, der nach 
aussen wirkenden Centrifugalkraft gleich wird. Für die Erstere fin- 
det man 

, 1 
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: för die Letztere hingegen, wenn zunächst Anfangsgeöchwindigkeii vor- 
ausgesetzt wird , 

<? + 2g{z-a) 



k 



z^ 



Diess liefert als Ordinate der Abspringbtelle 

2ag-c' 

z = — 

9 
• und, wenn das Rollen vom Ruhezustande aus beginnt, 

z = 2a. 

Beide Ausdrücke sind vom Parameter der Kettenlinie unabhängig. 
Der Erste hängt nur ab von a, c und g-^ der Letzte nur von a. 

Aufgabe 111. Wie Nr. 110, doch ist die Bahn die allgemeine 

Curvex = /'(;8:). 

Lösung. Auf dem vorhin angedeuteten Wege findet man, dass 

1) go! (1 + x'-) + [c^ + 2</ (^ - a)\ x" ^ 

diejenige Gleichung ist, aus welcher sich das z der Abspringstelle er- 
giebt, wenn für x und x' die aus der gegebenen Bahngleichung ent- 
nommenen Werthe eingesetzt werden. 

Benutzt man statt x' ( also statt -r— ) lieber / ( nämlich -r— ) , 

\ idzJ \ dxJ 

geht 1) über in 

g{\+z"')-[(? + 2g{z^a)\z'' = 0. 

Aufgabe 112. Mittelst der Gleichung 1) der vorigen Aufgabe 
soll man untersuchen , wo der rollende Punkt , wenn er seine Bewegung 
im Coordinatenursprunge ohne Anfangsgeschwindigkeit beginnt, von 
der Bahn 

abspringen wird. 

Lösung.- Die genannte Gleichung 1) liefert für diesen Fall 



so^ 



'=/(-f^7. 



lehrt also , dass gar kein Abspringen erfolgt. 

Bei einiger Aufmerksamkeit wird man aber die zu diesem imagi- 
nären Werthe von z führende Rechnung gar nicht erst ausführen, yiel- 
^^ehr zunächst die Form der Bahn beachten und dabei sogleich bemer- 
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ken, dass im Coordinatenanfauge eine horizontale Tangente vorliegt, 
der Punkt mithin überhaupt gar nicht in Bewegung geräth. 



Aufgabe 113. Aus der Höhe h soll (mit der Anfangsgeschwin- 
digkeit c) ein nur der Schwere unterliegender Punkt auf fester Bahn 
so herabrollen, dass die Zeit f , welche er zum Herabkommen auf Ä — -si 
braucht , immer gleich x — a ist , wobei x und z die rechtwinkligen Co- 
ordiuaten sind und a eine gegebene Constante ist. 

Es soll, mit Benutzung der Lösung der Aufgabe 101 , bestimmt 
werden , welcher Art die Bahn sein muss , um diese Bewegung herbei- 
zuführen. 

Lösung. Die unter 101 dagewesene Gleichung 2) führt zu dem 
Eesultate , dass die Curve , auf welcher der Punkt herabrollt , der Be- 
dingimg 

g'^(x-Cf + 2gz-{^-^2gh-\) = 

genügen muss. Hierbei ist G eine beliebige Constante. Da sich der 
Ausdruck leicht auf die Form 

bringen .lässt , so erkennt man , dass die gesuchte Bahn eine mit dem 
Halbparameter — construirte gemeine Parabel ist, deren Achse dex* 
vertical stehenden ;2f- Achse des Systems parallel liegt, deren Scheitel 
von der x- Achse un^ "^ absteht, sonst aber beliebig gewählt 

werden darf. 

Aufgabe 114. Wie Nr. 113; jedoch soll die Zeit t der durcb- 
roUten Höhe h — z proportional sein und für die Einheit derselbe^ 
gleich h. 

Lösung. Man findet , dass 

^"^ + ^)' == w j ^' ^'' + ^'J t'* - ^]) - 1 f 

die Gleichung der Bahn sein muss. Form und Natur derselben könne^^ 
hiernach leicht ermittelt werden , wobei selbstverständlich auch mit 2"*^ 
beachten ist, welchen Werth li höchstens haben darf, wenn die vorgß' 
schriebene Anfangsstelle der Bewegung überhaupt noch auf der CurV^ 
liegen soll. 
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Aufgabe 116. An der Aussenseite einer festen Curve , welche 
f ein Coordinatensystem bezogen ist, dessen 5? -Achse vertical nach 
ten und dessen a?- Achse horizontal liegt, rollt ein schwerer Punkt 
rab. Er beginnt seine Bewegung an derjenigen Stelle der Linie, 
'x%nz gleich a ist , mit der Anfangsgeschwindigkeit c. Zu berechnen ist, 
elcher Art die Bahn sein muss, wenn sie von dem rollenden Punkte 
irgend s einen Druck erleiden soll. 

Lösung. Dass der Druck verschwindet, kommt nur dann vor, 
enn die Verticalcomponente der Schwere der Centrifugalkraft gleich 
t und im entgegengesetzten Sinne wirkt. Diese Bemerkung liefert die 
'ifferentialgleichung 

US derselben folgt zunächst 

x' A 



!d dann 



y\ + x^ y(f-2ag) + 2gz 



A 



x = :^2l/{(^-2ag-A?) + 2gz + B, 



aei A und B zwei willkürliche Integrationsconstanten sind. 
Die letzte Gleichung lehrt , auf die Form 

i^acht, dass die gesuchte Bahn eine gemeine Parabel vom Halb- 
^jneter — ist, deren Achse der iS?- Achse parallel liegt und deren 

f%i ^ fi n •^— >4 

i^itel die Coordinaten B und ^^ hat. 

Diese Parabel kann auch in eine verticale Gerade übergehen. 

Beides kann man voraussagen , ohne die Eechnung durchzuführen. 

Die Constante Ä wird bestimmbar, wenn man festsetzt, dass im 

lange (also für ;e? = a) der von. der Eichtung der Geschwindigkeit mit 

t:* -?- Achse gebildete Winkel gleich a (also x' = tana) sein soll; man 

det dann 

Ä = csina. 

Ebenso folgt 

hg 



B = 



(? sin cc cos a 



Us noch vorgeschrieben wird , dass x=^h sein soll , wenn ^ ~ a ist. 



( 
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Aufgabe 116. Auf welcher ebenen Curve rollt ein nur der 
Schwere unterliegender Punkt, der seinen Lauf mit der Anfangs- 
geschwindigkeit c beginnt , so herab , dass der auf die Bahn ausgeübte 
Druck überall gleich g ist? 

Lösung. Wir nehmen den Ausgangspunkt der Bewegung als ' 
Coordinatenanfang , legen die OJ- Achse horizontal und die ;ef- Achse ver- 
tical nach unten. 

Als Differentialgleichung der gesuchten Curve folgt 

dz _ dx 

wobei 

also die zur Anfangsgeschwindigkeit gehörende Geschwindigkeitshöhe 
ist. Von hier aus gelangt man zuerst auf 



A -j/k + z - {x + l/l + x^) yi + x^'y 
nachher zu 



/ 



und findet endlich , dass 

x=+^, \/2A]/k^z^ [A^ (k + z)-Ayk + 'z- 1] + J5 

die Gleichung der verlaugten Bahn ist. 

Die in derselben vorkommenden Integrationsconstanten A und S 
können daraus bestimmt werden, dass die Curve durch den Coordinaten- 
anfang geht und daselbst die Geschwindigkeit c herrscht. 



Aufgabe 117. Ein materieller Punkt ist auf einer allgemeinen 
festen Plancurve beweglich und unterliegt der alleinigen Wirkung einer 
Kraft Z, Man kennt die Gleichung der Bahn bezogen auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem und weiss , dass Z eine Function von ^ 
ist (im Sinne der positiven Ordinaten wirkend). Der Lauf beginnt a^^ 
derjenigen Bahnstelle A , deren z gleich h ist , mit der Anfangsgeschwin' 
digkeit c und zur Zeit Null. Zu berechnen sind 

I. die Geschwindigkeit v , welche der Punkt in der Höhe Z be- 
sitzt; 

IL die Zeit ^, welche er braucht, um diese Höhe zu ersteigen; 

IIL der Druck I) , den die Bahn an jeder Stelle erleidet. 
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Lösung. Der bei Nr. 101 angedeutete Weg leitet hier zu folgen- 
a Resultaten : 

1. Die Geschwindigkeit ist 



v = y^ 2f Zdz + Const, 

obei die Constante sich aus der Bedingung ergiebt, dass v gleich c 
im muss , wenn z den Werth h besitzt. 

Wie man sieht , hängt v nicht von der Natur der Bahn ab , sondern 
lur von z, 

U. Für die zum Ersteigen der Höhe z nöthige Zeit folgt (als ab- 
oluter Werth) 



t 



= fj/_A+IJ£l dz + Const 

J r 2jZdz+Comt 



Die neue Constante ist hierbei daraus bestimmbar , dass für z = li 
= sein muss. 

in. Der Druck B setzt sich zusammen aus der Normalcomponente 
3r Kraft Z, nämUch 

Zcost = Z-z-, 
ds 

^ aus der Centrifugalkraft 

- v^ 2fZdz + Const 



ff 

z . 



Q (1 + /*)^ 

Aufgabe 118. Die vorgeschriebene Bahn sei eine Kettenlinie 
^ der Gleichung 

Kraft Z sei dem z proportional und habe für die Einheit desselben 

' Intensität 7;^ . Die Bewegung möge im Scheitel der Curve beginnen. 

^ Uebrigen sei Alles wie bei der vorigen Aufgabe; auch werde die 
^sung in demselben Umfange verlangt. 

Lösung. Bei Beachtung des Vprhergehenden findet man leicht, 
'öS die Geschwindigkeit v der erstiegenen Höhe z proportional und 

^ deren Einheit gleich — ist. 

k 

Für die Steigzeit t folgt 

,_Jcz + V¥-^ 
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wofür auch 

c 
geschrieben werden kann. 

Der von der Bahn auszuhaltende Druck D ist hier gleich der Nor- 

malcomponente von Z vermindert um die Centrifugalkraft. Für 

Beide ergiebt sich derselbe Werth, nämlich — . Die Linie erleidet mit- 

k 

hin nirgends eine Pressung. 

Aufgabe 119. Es soll der aufsteigende Punkt sich in gleichen 
Zeiten um gleich viel vom Horizonte entfernen und zwar mit der Ge- 
schwindigkeit c. Die Ki'aft Z soll der erstiegenen Höhe z immer pro- 
portional sein und für z == 1 den Werth k^ haben. Welcher Art ist die 
Bahn, in der man das Aufsteigen muss erfolgen lassen? 

Lösung. Wir legen den Coordinatenanfang in den Ursprung der 
Bewegimg; die o;- Achse horizontal, die z- Achse vertical nach oben. 
Da nun Vz gleich c sein soll und für v sich leicht j/c^ + k^z^ ergiebt, 
so folgt als Differentialgleichung der gesuchten Linie 



/j/c^ + k^z^ 
— . — = c. 

/l + z^ 
Die Integration derselben liefert 

z^ = 2^x. 
k 

Es ist daher die vorzuschreibende Bahn eine gemeine Parabel, 
deren Scheitel mit dem Anfangspunkte der Bewegung zusanmienfällt, 

deren Achse horizontal liegt und deren Halbparameter die Länge — hat. 

iC 

Aufgabe 120. Wie Nr. 109 ; doch wirkt nicht die Schwere g 
sondern eine Kraft k^z (wobei z den Abstand von OÄ bedeutet). 
Lösung. Die Bahn muss nach der Gleichung 

c 

Y — - — — — - 

c + Ä; (] — 5mö) 
gekrümmt sein. 

Aufgabe 121. Auf der vorgeschriebenen festen Bahn 

x=^f{z) 

rollt ein Punkt, beeinflusst von beliebigen Kräften, die sich ver- 
einigen lassen zu den beiden cronstantenJ. und 5, welche im Sinne 
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der positiven :r, bezüglich in dem der positiven e^ tbätig sind. Er be- 
ginnt seine Bewegung mit der Geschwindigkeit c in einem Curven- 
pnnkte, dessen e gleich h ist. 

Mit welcher Bahngeschwindigkeit v und zu welcher Zeit / dnrch- 
länffc der sich Bewegende die allgemeine Stelle X0 der ihm vorgezeich- 
neten Linie? 

Welchen Druck D erleidet die Letztere? 

Wie vereinfachen sich die Eesultate, wenn B die im Sinne der 
negativen e wirkende Schwere, Ä aber gleich Null ist? 

Lösung. Auf dem bei Nr. 101 angegebenen Wege findet man 

v^ = (^ + 2A \f{£) -f{h) j -f 2B {z-h) 
und 



=//?+3 



1 -I- f (z\^ 

^' ^ ^ dz + Const, 



2A\f{z)~-f{]i)\+2B{z--h) 

wobei sich die Constante aus der Bedingung ergiebt, dass t gleich Null 
sein muss , wenn z gleich h ist. 

Die Componenten, aus denen sich der Druck D zusammensetzt 
(Normalkraffc und Centrifugalkraft) , sind 

Ädz— Bdx 

N = 



y\+f\zfdz 
und 

p _ ^ + 2A\f{z)-fm + 2B{z-h) 

[i+r(^)¥ 

Für den in der Aufgabe hervorgehobenen besonderen Fall gehen 
alle diese Resultate in die unter Nr. 101 angeführten über. 



Aufgabe 122. Die Resultirenden der beschleunigenden Kräfte 
sind nicht constant (wie sie es bei der vorigen Aufgabe waren) , sondern 
es ist die eine derselben irgend eine Function der Abscisse , die andere 
eine der Ordinate [X = cp (o?) , Z = t/; {z)\. Im Uebrigen liegen die Ver- 
hältnisse von Nr. 121 vor. Bahngeschwindigkeit «;, Laufzeit^ und 
Druck D werden (als Functionen von;8^) gesucht. Femer soll angegeben 
werden, wie sich z^ v und D durch t ausdrücken lassen; endlich, wie 
aus den entwickelten Gleichungen die Resultate der Aufgaben 101 
und 121 folgen. 
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Lösung. Von dem für die Tangentialkraft; allgeiuein geltend^em 
Werthe 

ds 
ausgebend , gelangt man zu der Differentialgleichung 
1) vdi: ^- Xdx-^- Zdz. 

Aus ihr Iblsrt 



2) 



^^== + ]/2fXdx+2fZdz+(r^, 



wobei die Constante C. dadurch bestimmt ist, dass für e = h v = c 
sein muss. 

Diese Gleichung giebt v durch ausgedrückt (wie die Aufgabe es 
verlangt) , denn es ist Z = t^f (z) und X = cp (ü?) , das x aber hängffc 
durch die Babngleichung von ab. 

Für die Laufzeit ergiebt sich 



3) 



-/. 



v^+n^y 



1/2 fXdx + 2 fZd0 + Ci 



d0 + a. 



dx 



Hierin ist, wie immer, f (;e?) = 3- , und die Constante folgt aus 

dz 

der Bemerkung, dass anfanglich (zur Zeit Null) dem z der Werth h 

zukommt. 

Der Druck D setzt sich zusammen aus der Normalkraft 



4) 



N = 



Xdz — Zclx 



und aus der Ceiitrifugalkraft 

v^ 2 CXdx + 2 Czdx+C, 
C = - = -^ , -^ , -f'iz), 

wobei r(^)==^. 



5) 



Wird die Gleichung 3) auf reducirt -^ vorausgesetzt, dass diess 
geschehen kann — und der erhaltene Werth in 2) , 4) und 5) einge- 
führt, so sind dann 0, v und D als Functionen der Zeit bestimmt. 

Die Resultate der Lösung der Aufgabe 121 folgen, wie man leicht 
übersieht, wenn X=^A und Z=B gesetzt wird; aus ihnen ferner 
die von Nr. 101 , für ^ = und B =: — g. 
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Aufgabe 123. Auf einem über dem Durchmesser 0A=^ a ge- 
zeichneten Halbkreise ist ein Punkt beweglich. Er unterliegt nur einer 
Anziehung, welche ihren Sitz in hat, der dritten Potenz der Entfer- 
nung r umgekehrt proportional wirkt und für die Einheit derselben 
gleich Ä^ ist. In ^ , dem Anfangspunkte , herrscht die Geschwindig- 
keit c 

Je 
Man soll , unter der Voraussetzung r ^> — , diese Bewegung un- 

tersuchen, nämlich die Bahngeschwindigkeit v und die Laufzeit f in 
passender Weise bestifnmen. 

Lösung. Mit Benutzung des im Eingange zur vorigen Lösimg 
angefahrten Werthes 

dv 



T=v 



ds 



der Tangentialkraft, gelangt man zu der Differentialgleichung 

V dv /.-^ . f. 

sin U , 



j/r^ + r^ dd t-3 

in welcher ö denjenigen Winkel bezeichnet, den der nach gerichtete 
Leitstrahl r mit OÄ bildet. 

Durch Integration folgt hieraus 



i;2 = c2+(-)%aw2 0, 



womit die Geschwindigkeit als Function der Anomalie bestimmt ist. 

Zu demselben Resultate kommt man auch, wenn man von der 
Gleichung 1) der vorigen Lösung ausgeht. Wird OÄ als a?- Achse ge- 
nommen und durch senkrecht dagegen die ;2f- Achse gelegt, so ergiebt 
sich nämlich zunächst 

,o xdx + i3dz 

[x^ + z^y 

hieraus sodann , als Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Abscisse, 



a \x ay 



und endlich, wenn man für x lieber einführt, der vorige Werth. 
Versucht man nun mittelst der bekannten Gleichuns: 



ds j/\+z'^dx 






dt 



dt 
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den Zusammenhang zwischen Abscisse \md Zeit zu finden, so gelangt 
man auf 

a^ /• dx^ 

~ 2J l/d'li' + a («« c^ - 2 k^x- (a2 (? -^ h^) x^ ' 

was nach bekannter Reductionsformel leicht weiter behandelt werden 
kann. * 

Geht man hinsresfen aus von 



'n^o' 



ds ]/r^ + r^dd 
dt dt 

so kommt man auf die Differentialgleichung 






at r ^-^ + ©'-^0. 



durch diese aber zu dem Resultate 



a2 . j/aV-Ä;^ . ^ 
t = — - — arcsin sinü, 

ya^c^ — lS^ ac 

Die zum Durchlaufen des ganzen Halbkreises nöthige Zeit ist mithin 



«2 i/a:^(^^]^^ 

t^ = — arcsin . 

j/ä^c^ — k^ ac 

Aufgabe 124. Eine Masse m , die sich in dem festen Punkte 

befindet (Fig. 11), welcher um h von der Geraden AB absteht, wirkt 

T^. .. nach dem Newton'schen Gesetze an- 

ziehend anf einen Punkt , der sich nur 
^ auf der genannten Geraden bewegen 

■ \\ kann. Er beginnt seinen Lauf in Ä 

(also unter dem Winkel COA=^ a) 

ohne Anfangsgeschwindigkeit und be- 

^ findet sich zur Zeit t in P. Die An- 

\ Ziehung, welche in der Entfernung 1 

^ von der Masse 1 auf die Masse 1 aus- 

-^ — ^1 ^i? ^jd geübt wird, ist gleich k] CA = a. 

\ \ Man soll berechnen 






\ >Al 



\ 



I. die Geschwindigkeit v des Punk- 
^v^;""' tes als Function des Winkels 

II. den Druck Z), welchen die geradlinige Bahn erleidet, eben- 
falls als Function von und auch als solche von r =^ OP. 
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Ferner, unter der Voraussetzung so kleiner a und 6 , dass 
die vierten Potenzen derselben vernachlässigt werden können, 
also cosd =1 — ^0^ und cos et = 1 — \a^ gesetzt werden dai*f, 

in. diejenige Zeit t (ausgedrückt durch ö) , welche der Punkt 
braucht , um von A an die allgemeine Stelle P zu gelangen ; 
die Zeit t^ für einen Hingang von A bis C und die Zeit T für 
eine ganze Schwingung. 

rV. Endlich soll man , unter derselben Voraussetzung , die Länge L 
desjenigen einfachen Pendels bestimmen , dessen Schwingun- 
gen — von aus betrachtet — ebenso aussehen wie die, 
welche der Punkt längs der Geraden A B ausführt. 

Lösung. L Die unter 122 angeführte Gleichung 

vdv^Xdx-^- Zdz 
führt zu 

t; = 4^ Kj/cos d — cosa ^ 

/2hm 
wobei K die Abkürzung für 7/ —r—- ist. Dieser Werth von v lässt so- 
fort die Art der Bewegung erkennen. 

IL Der Druck , den die Bahn erleidet , ist der dritten Potenz des 
Abstandes von umgekehrt proportional , nämlich 

hhm 



D 



r» 



oder, was auf Dasselbe hinauskommt , er steht in directem Verhältnisse 
zu der dritten Potenz des Cosinus von : • 

D =- -7:,- co^ 0. 
0^ 

III. Bei der Bestimmung der Zeit t kommt man zunächst auf 

dd 



^ J COS^ ]/cOS 6 — cos a 



Durch Vernachlässigung der vierten Potenzen von a und führt 
diess zu 



K J (i-0=i)j/i2Tr02* 



(1 - 0=^) Vi 

Setzt man 



— = sm io 



1 

CK 



SO entsteht 

Fuhrmann, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. TT. B 
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f = -^-^j(l +^a^)(o-ia^sin2m } + Const. 



und schliesslich 



Die Dauer eine» Hinganges von Ä bis C ist hiernach 



t 



x/i^c+i"-) 



und die einer ganzen Schwingung das Vierfache hiervon. 

IV. Ein einfaches Pendel von der Lunge L = OF' hat bekannt- 
lich die Geschwindigkeit 



u = Y2g L {cos — cos a). 
Hieraus folgt, dass 



kmcos'^d 



sein muss , wenn seine Schwingungen — von aus betrachtet — ge- 
rade so aussehen sollen, wie die des längs Ä B sich bewegenden Punk- 
tes. Für kleine Ausschlags winkel ist diese Pendellänge näherungsweise 
constant , nämlich 

Wg 



L = 



km 



Aufgabe 125. Auf der festen logarithmischen Spirale 

-9 



r = ae 



ist ein Punkt beweglich, welcher nach dem asymptotischen Centrum 
indirect proportional dem Quadrate der Entfernung r derartig ange- 
zogen wird , dass diese Anziehung für die Einheit von r gleich k ist • — 
der sonst aber keiner Kraft unterliegt. Er beginnt seine Bewegung in 
einem Abstände h vom Centrum ohne Anfangsgeschwindigkeit. 

Es soll, unter Benutzung eines Polarcoordinatensystems , dessen 

Ursprung der asymptotische Punkt der Spirale ist, berechnet werden: 

I. die Geschwindigkeit v an der allgemeinen Stelle dr der Bahn; 

II. die Zeit / , welche verstreicht , bis diese Stelle erreicht wird ; 

III. der Druck D, den die Curve hierselbst erleidet; 

IV. die Grenzen , denen sich die Werthe von v, t und D nähern. 
Lösung. I. Auf dem bei den vorhergehenden Lösungen mehr- 
fach angegeben'in Wege findet man 
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/2kh-r -./2h' ,, Q 
II. Bei der Beatiminung von / gelaunt man anfänglich zu 

\ind kommt dann , mit Benutzung der Substitution 

0) 



auf 



Tvrobei 



r — h cos- -^ , 






l/r 
0) = 2: nrc cos y -r- . 

^ 



III. Der von der Bahn erlittene Druck ibt 

I) = C-K. 
Für die Centrifugalki-aft ergiebt sich 

für die Normalkraft hingegen 



r'j/2 
Man hat daher 

hy2 r' 
Dieser Druck ist anfanglich - für 2r ^ b — nach innen gerich- 
tet , wird zu für r = -^ und geht für noch kleinere r nach aussen, 

mit abnehmendem Leitsti'ahle fortwährend wachsend. 

IV. Die Geschwindigkeit nähert sich desto mehr dem Werthe oo, 
je näher der sich bewegende Punkt dem asymptotischen Centrum 
kommt. 

Die Laufzeit convergirt gegen die Grenze 



" 2 ^ k- 



Der Druck J) wächst iu's Unendliche, wenn r in Nnll übergeht. 

8* 



// / IM 



. 1 + i ft- (0 — j a- <iii 2 m (4 



iin«l -rliiio^r,,!! 



h \ ' ß ' 

l>i»' l>;i..i r ••iiitv lliii»j:iuij4*« :? Von ^l liis ^ 

n h -m / b . 



i>7 /.• 



/// 



Uli«! 'II«' y'nuv iranztii Srli\viiii,'uii;r flu- 

1\. Kill t'iiit'iuhi's; l\'inlel von 
lieh y\'w (M»>cli\viiulii:keit 

irHnnis tolirl , (la>s 

^ .eit r und der Zeit ^ ro 

r.in inusjs, womi i^eine .u^scliwlncligkeit von /; 

nule ^0 aussehen soll. .* ^'^'i' ^'»"^♦'" ^*'^^^" nöthige Zeit i , 

Ti.s. Für kleine Au? ^.He^juK'» P^^^^^+e au.<geül)te Druck V. 

rc.nslant, nämlich ''' „,an r «»^^ unabhängige Veränderliche benutzt, 

■ '••• (l 

Aufga^ r 

tt'iukel ^ zwischen Leu strahl und Nonnale 

ist ein /e'^'*' ;• 7 ^/- — r- . r 

. -. ___^^=i r<rr rY'N ^ -- arcstn — . 

mdire .^t^'^'^^^'i^-r' n « 

zöge 



f 



/a^ 



der j^.„KrIlimu..n.->hnlln,u.s,ei- 

ei- !>""■ ,j/("r'-,--' 



Gleichungen erkennt man leicht Folgendes: 1) Für 
Jiii^ "**^*^ ^it wachsenden Anomalien werden die Radienvec- 
.^()i:?* '"'7, j^er^ gehen aber erst für = oo in Null über. Der 
,rt»ii i"*"**^' A.na ist mithin ein asymptoti^<(her Punkt der Curve. 

^ — fl und r = -7" i^^ die Letztere convex zur Achse OA- 



liei 
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'kt und. läuft von diesem aus mit stets concaver 
^ dieses Tnflexionspunktes ist 



1 



TT 



gefunden werden , weil \al/2 

^ a gebildeten gleichschenklig- 

nkel 1, d. i. 57^ 17' 44,8", 



^er der Punkt rollt, er- 
.11 Lösungen eingeschlagenen 



=-/"-^ 



^g 



a r a 
rden ist. 

ach wäch.st v immer, wird aber erst für r =: (also für = 00) 

ir Erreichung der Stelle r nöthige Zeit ergiebt sich zu 

l 2r-a 

t= -T- CLfC COS . 

a 

lan hat daher umgekehrt 

r = acos^ {^bt) 

v=iahtan{^ht). 

um Durchlaufen der ganzen Bahn bedarf es keiner unend- 
L Zeit, sondern der endlichen 

^ b ' 

3r von dem rollenden Punkte ausgeübte Druck D setzt sich 
aus der Normalkraft 



N=^a^b^ ^ — -^ — 
ir Centrifugalkraft 
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Aufgabe 126. Die Tractorie des Kreises, nämlich dieCu 

r a 

bildet die vorgeschriebene feste Bahn eines Punktes. Seine Bewege xig 
beginnt in Ä (Fig. 12) vom Ruhezustande aus. Sie wird hervorgeru£€n 

T,. ,^ • durch die nach .dem 

rig. 12. 

Newton'schen Gesetze 
erfolgende Anziehung 
einer im Coordinaten- 
anfange befindlichen 
Masse M, Ermittelt 
soll werden 

I. die Curvennatur, so weit deren Kenntniss für die Untersuchung 

der Bewegung nöthig ist ; 
II. die Abhängigkeit der Geschwindigkeit v und der Zeit t vom 

Leitstrahle r ; 

III. die des letzteren und der Geschwindigkeit von ^; 

IV. die zum Durchlaufen der ganzen Bahn nöthige Zeit T; 
V. der von dem rollenden Punkte ausgeübte Druck D. 

Lösung. I. Indem man r als unabhängige Veränderliche benutzt, 
findet man für das Bogendifferential der Bahn 

ds= — dr, 
r 

Ferner für den Winkel 'ip zwischen Leitstrahl und Normale 



r l/a^ — r^ . r 

t/; = arc tan = arc cos = arc sm 



a 



Endlich für den Krümmungshalbmesser 

r "]/ 0? — Y^ 



= a 



Aus diesen Gleichungen erkennt man leicht Folgendes: 1) Für 
= ist r = a. Mit wachsenden Anomalien werden die Radienvec- 
toren immer kleiner , gehen aber erst für = oo in Null über. Der 
Coordinatenanfang ist mithin ein asymptotischer Punkt der Curve. 

2) Zwischen r = a und r = —= ist die Letztere convex zur Achse OA' 
bei 
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hat sie einen Wendepunkt und. läuft von diesem aus mit stets concaver 
Krümmung. Die Anomalie dieses Tnflexionspunktes ist 

9 = 1-^. 

4 

Er kann leicht durch Construction gefunden werden , weil \a}/2 
die halbe Hypotenuse eines aus der Kathete a gebildeten gleichschenklig- 
rechtwinkligen Dreiecks ist und weil der Winkel 1, d. i. 57^ 17' 44,8", 

95 
sehr nahe den Tangentenwerth ' , besitzt. 

bl 

IL Für die Geschwindigkeit v , mit welcher der Punkt rollt , er- 

giebt sich auf dem bei den vorhergehenden Lösungen eingeschlagenen 

Wege 

— r 



wobei zur Abkürzung 



1 j/2kM_ 
a r CL 



gesetzt worden ist. 

Hiemach wächst v immer, wird aber erst für r = (also für = oo) 

zu 00. 

Die zur Erreichung der Stelle r nöthige Zeit ergiebt sich zu 

1 2r-a 

t= ^r CLTO cos . 

a 

in. Man hat daher umgekehrt 

r = acos^{^ht) 
und 

v = ahtan {^ht), 

IV. Zum Durchlaufen der ganzen Bahn bedarf es keiner unend- 
lich langen Zeit, sondern der endlichen 

b 

V. Der von dem rollenden Punkte ausgeübte Druck D setzt sich 
zusammen aus der Normalkraft 



N=^a'b-^^--^ 



2 _ y2 



und aus der Centrifugalkraft 
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r- V a 



— r 



+ r 



V= kab' 



V°ä 



Der am Inflexionspunkte herrschende Druck hat hiernach den 
Werth^a6Y2. 

Aufgabe 127. Ein Punkt, welcher die feste Curve 

r = /*(0) 

nicht verlassen kann, wird dem Newton §chen Gesetze entsprechend 
nach dem Coordinatenanfange derartig angezogen , dass diese Attraction 
für die Einheit der Entfernung den Werth k besitzt. Er beginnt seine 
Bewegung vom Ruhezustande aus an derjenigen Stelle der Bahn, wel- 
cher der Leitstrahl h zukommt. 

Mau soll die Geschwindigkeit v bestimmen , die der Punkt an dem 
allgemeinen Orte 0r hat; die Zeit f , welche er braucht, um bis dahin 
zu laufen und den Druck D, welchen die Curve an dieser Stelle er- 
leidet. 

Lösung. Für die Geschwindigkeit findet man 



, -,/2/j h — r 



wonach ihre Natur leicht übersehen werden kann. 
Für die Laufzeit ergiebt sich 

Hierbei ist, wie immer, / = — ^, so dass man, wegen r = /"(O), 

in jedem speciellen Falle entweder Alles durch r , oder Alles durch 6 
ausdrücken und nachher zur Bestimmung des Integralwerthes schreiten 
kann. Die Constante ergiebt sich dabei aus der Bedingung , dass ^ = 
sein muss , wenn r==h ist. 

Der von der Bahn erlittene Druck D setzt sich zusanunen aus der 
Centrifugalkraft 



Die Erstere ist stets nach innen gerichtet. 
Die Letztere wirkt vor dem Wendepunkte nach innen, hinter 
demselben nach aussen. 

Beide zusammen liefern 



auf vorgeschrieljenen feöten Bahnen. 
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wobei r == 



dr' 



b ' r(r- + /^)? 



— rr) 



■jn , und der Normal kraft 



N= — 



B. Bewegung auf einer ebenen festen Linie mit Wider- 
st a n d. 

Aufgabe 128. Auf der starren Bahn 

rollt ein Punkt unter dem Einflüsse seiner Schwere und eines constan- 
ten Widerstandes W herab , welcher immer in der Richtung der Cur- 
ventangente thätig ist. Die Bewe- 
gung beginnt mit der Geschwindig- 
keit ein A (Fig. 13), dessen Ordinate 
gleich & ist. 

Man soll berechnen : 
I. welche Geschwindigkeit v der 
Punkt besitzt , nach dem Her- 
abrollen bis zu derjenigen all- 
gemeinen Stelle , der die Ordi- 
nate z zukommt; 
II. wie gross diese Geschwindig- 
keit ist, wenn die gemeine Ket- 
tenlinie 



Fig. 13. 



Z 



S 



^' 



M 



OL 









) 



als Bahn vorliegt; mit welcher Schnelligkeit Vk- der Scheitel durchlaufen 
wird und wo — in der abwärts gehenden Bahn — die grösste Ge- 
schwindigkeit herrscht. 

Lösung. I. Die für die Tangentialkraft geltenden Ausdrücke 
führen zu der Differentialgleichung 

rdv= Wds — gdz^ 

in welcher s den Bogen SP bedeutet. 
Durch Integration folgt hieraus 



t; = /2 (Ws — gz) + Const 
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Dabei ergiebt sich die Constante aus der Bedingung, dass ^iz==h 
v = c sein muss. 

n. Für die gemeine Kettenlinie erhält man 

Wenn W=0 ist, so nimmt diess die bekannte Form (Lösung der 

Aufg. 101) 

v=yc^ + 2g(})-z) 



an. Es drückt daher 2 W {j/h- — Jc^ — j/z^ — k^) den Verlust aus , wel- 
chen das Quadrat der Geschwindigkeit v durch den Widerstand W er- 
leidet. 

Der Scheitel wird mit 



Vk == Vc^ + 2g{h- k) - 2 W/h'' - k^ 

durchlaufen. 

Die grösste Geschwindigkeit herrscht an der leicht construirbaren 

Stelle 

gk 

welche nur für Tr= die tiefste ist. 

Aufgabe 129. Wie 128, doch rollt der Punkt aufwärts ron 
einer Stelle B aus , deren z gleich li ist. Man soll bestimmen 

I. welche Geschwindigkeit v er nach dem Ersteigen des Ciurven- 
punktes z besitzt ; 

II. wie gross dieselbe ist, wenn die Bewegung im Scheitel der 
gemeinen Kettenlinie beginnt ; 

III. bis zu welchem Orte z^ in diesem Falle das Aufsteigen er- 
folgt. 

Lösung. Es ergiebt sich 
I. t;2 = ConsL - 2 ^ + TF5). 

IL ^^^^^_2g{z-k)-2 WyJ~^-i^, 

III. Für einen von g verschiedenen Widerstand : 
. 1 



^1 = 



2(/-T72) 
hingegen für W = ^: 



g (& + 2gk) - Wj/d^+ Ac^gk + 4^^ TFM ; 



k 



,2 



^1 = ^ + äZ.+ 



gj^ 



2 ' 4g ' c? + 2gk' 
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Aufgabe 130. Die Bewegung des Punktes erfolgt auf der star- 
ren Curve 

X = f{z). 

Ausser der Schwere g ist ein Widerstand thätig , welcher in dem- 
elben Verhältnisse wächst , wie die Geschwindigkeit v und für «; = 1 
len Werth Ä besitzt. 

I. Die Differentialgleichung der Bewegung soll sowohl für das 
ferab- als auch für das Hinaufrollen bestimmt werden. 

II. Besonderer Fall : Die Bahn ist eine gemeine Cycloide, de- 
'n Scheitel mit dem Coordinatenanfange zusammenfällt und deren 
asis der a?- Achse parallel im Abstände 2 a liegt. Der Punkt beginnt 
in Aufsteigen mit der Geschwindigkeit c im Scheitel der Curve. Unter 

5r Voraussetzung h'^J/ — soll man berechnen 

die Beziehung zwischen v und der Bähnlänge s (letztere von 

der - Achse aus gezähtt) , 
den ganzen von dem aufsteigenden Punkte durchlaufenen Bogen /S. 

Lösung. I. Für das Herabrollen lautet die Differentialgleichung 
3r Bewegung 

vdv = 1cvds —gdz; 

^ das Hinauflaufen hingegen 

vdv = — küds — gdz. 

n. Die letzte dieser Gleichungen geht für die gemeine Cycloide 
ber in 

vdv^ — hvds — -T—sds, 

4a 



Hieraus folgt durch Integration und wenn man zur Abkürzung 



/. 



mit n bezeichnet, 



uk'^ — g 

gs^ + 4akvs + 4av^ _ fk {n ~ l)s + 2nv'Y 
40? ~ lkln+l)s + 2nv\ 

Beziehung zwischen der Geschwindigkeit und der durchlaufenen 
hn. 

Die ganze von dem aufsteigenden Punkte zurückgelegte Curven- 
ige ist mithin 



^-^'/jii^j- 
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Auf gilben über die Peweguiig eines Punktes 



Aufgabe 131. Auf einer Curve, für welche der von der jer-Ackn^se 
aus gezählte Bogen immer das ^•- fache des natürlichen Logarithmus ci^r 
Ordinate ist {s = hlz)^ bewegt sich ein Punkt abwärts. Er unterH^gt 

seiner Schwere und einem Widerstände gleich -^v^^ also dem Quadra.te 

der Bahngeschwindigkeit proportional. Die Bewegung beginnt an der- 

■ 

jenigen Curvenstello , deren z den Werth h hat, mit der Geschwindig- 
keit (u ^fan soll für den zwischen den positiven Hälften der Coordinaten- 
achsen liegenden Bahnthoil berechnen : 

I. wie gross v an der allgemeinen Stelle z ist; 

II. wo es seinen grössten Werth erreicht; 

IIT. mit welcher Geschwindigkeit n der Punkt in der Ordinaten- f^^:üa 
achse anlangt. 

Lrisung. I. Als Differentialgleichung der Bewegung ergiebt sich 

1 
CJcv^ — dz — 2vdv—2gdz, 

Multiplicirt man dieselbe mit z~ ^^\ so wird die linke Seite ein 
vollständiges Differential und man kommt auf 



v^ = -2gz^^'fz-^^dz. 



Für Ck^l liefei-t diess 



.2;2 = ^a j 2^^^i_^^__^^_^^^_^^2^.^J 



für Ck=l hingegen 



,.^,(^_2,^£). 



II. Im ersten Falle ist 



z, = 



) 



2gh(^^- 



1 



Ck—l 



'" \[2gh-c^{CJc'-l)]CJc 
diejenige Stelle, an welcher der Punkt am schnellsten läuft; im zweiten 

z^ = he '^^* . 
III. Die Ordinatenachse wird mit den Geschwindigkeitsquadraten 



u'^~^^{^-^'-''') + cn-^'. 



bezüglich 



auf vorgeschriebenen festen Bahnen. 
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(^ 



Fig. 14. 




erreicht. 

Aufgabe 132. Von der Stelle Ä der gemeinen Cycloide ÄPO 
.US rollt ein Punkt ohne Anfangsgeschwindigkeit in Folge seiner 
Ichwere herab. Er erleidet einen 
V^iderstand , welcher wie das Qua- 
rat der G-eschwindigkeit v wächst 

nd für t; = 1 den Werth ^ hat. 

Mit welcher Schnelligkeit läuft ^^7 
er Punkt an der durch die Ordi 
ate Ö P = ^ oder durch die Bahn- 
inge P = s bestimmten allge- 
leinen Stelle V 

Lösung. Die sich ergebende Differentialgleichung der Bewegung, 
ämlich 

Cl/2a -_ dz — 2 vdv = 2gdz, 

yz 

tsst sich auf dem bei der vorigen Lösung angegebenen Wege inte- 
riren und liefert 

t;2 = - c'^c rüT^ (2g fe-^^ ^^^dz + B) 
ier, was dasselbe ist, 

Diess führt zu 



v = — e 



Cj/2a 



V{\+2Cj/2az)e-^^^'''-'-{l + iaC)e-^-^, 



)rin wieder 2j/2az durch 5 ersetzt werden kann. 

Aufgabe 133. Die vorgeschriebene Bahn ist die allgemeine Curve 

z = f{x). 
Es wirken die in der vorigen Aufgabe bezeichneten Kräfte , näm- 

h die Schwere und der Widerstand -^ y^ Die Ordinate von J. (Fig. 13) 

5, und es beginnt daselbst die Bewegung mit der Geschwindij- 
It c. 
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I. Mit welcher Schnelligkeit v durchläuft der herabrollende Piä_ 

die allgemeine Bahnstelle xz? 
II. Nach welcher Zeit t langt er daselbst an? 
III. Was liefert die unter I. für v gefundene Gleichung in c3 
sjK'ciellen Falle , in welchem der vorgeschriebene Weg S _J 
eine gerade Linie ist, die die a;- Achse im Coordinateni 
fange unter dem spitzen Winkel ce schneidet und wenn c 
Howegung in A vom Ruhezustande aus beginnt? 
L ö s u n g. I. Auf die in den vorhergehenden Lösungen angeführ 
Weise gelangt man zu 

In jedem besonderen Falle ist s (nämlich SP) durch 0, oder . 
durch 5 auszudrücken und die Integration auszuführen. Die Constant« 
B^ bestimmt sich hierbei aus der Bedingung, dass für z =^ b ode: 
s = SPÄ die Geschwindigkeit r = c sein muss. 

IL Als absoluter Werth der Laufzeit folgt 



, , ds 



=y 



2> 



Ve'^~' {3^-20 Je-<^' dz) 

wobei jBj aus der Gleichzeitigkeit von f = 0, z = h und s = SPÄ her 
zuleiten ist. 

IIL Wendet man die obige füi* v gefundene Gleichung auf dei 
bezeichneten speciellen Fall an , so ergiebt sich 

9 2gsina .^ f,,. V „ . 

o 

oder , wenn mit s^ die durchlaufene Strecke bezeichnet wird , 

2 2gsina _^ 

Diess stimmt mit dem unter Nr. 32 Gefundenen überein. 

Aufgabe 134. Von der tiefsten Stelle Ä eines um (Fig. 15 
construirten Viertelkreises aus, bewegt sich ein Punkt mit der Ar 
Fig. 15. fangsgeschwindigkeit c aufwärts. Er unterlieg 

seiner Schwere, der Reibung und dem Luft 

] widerstände. Letzterer ist dem Quadrate de 

/ Geschwindigkeit y proportional und hat fürt;= 

\ / den Werth k. Die Reibung ist das h - fache de 

\ / Normaldruckes , h also der sogenannte Reibung« 

J)/ coefficient. Der Kreis hat den Halbmesser t 

^^ _ Man soll berechnen 
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X. welche Geschwindigkeit v der Punkt besitzen wird, W(,'nn er 
den Bogen AP, dessen Centriwinkel ist, durchlaufen hat; 

II. mit welcher Anfangsgeschwindigkeit q er von Ä ausgehen 
müsste, wenn er sich bis genau an die Stelle JB erheben sollte, 
welche am Ende des horizontalen Kadius liegt. 
Lösung. I. Mit Benutzung der Substitutionen 

2ag = ß, 
2ah(j = y, 



kommt man auf 



va* + «^' + /5.9m0 + ycosQ = 



als Differentialgleichung der Bewegung. 

Die auf bekannte Weise ausführbare Integration derselben giebt 

f;2 = (c* + B) c-«^ - (Asln + Bcosd), 
wobei 

1 + a" 

mid 

II. Hieraus folgt, dass 

/ ^ 
c^ = y Äe'^ -B 

diejenige Anfangsgeschwindigkeit ist, welche vorliegen muss, wenn 
<^er ganze Quadrant durchlaufen werden soll. 

Wenn Reibung und Luftwiderstand verschwinden, so liefert diess 

das bekannte c^ = }/2ag. 



II. Bewegimg auf einer vorgeschriebenen festen Fläche. 

Aufgabe 135. Ein Punkt , der sieh nur auf der starreu Fläche 

oewegen kann, wird beeinflusst von beschleunigenden Kräften, welche 
sich zu einer Resultante zusammensetzen , die parallel zu den Achsen 
öines rechtwinkligen Coordinatensystems in die Componenten 
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^ = 9i W, 

zerlegbar ist 

Man soll angeben 
I. wie sieb die Geschwindigkeit v als Function von x und y be- 
stimmen lässt; 
II. wie man die Coordinaten a", y und e durch die Zeit t aus- 
drücken kann; 
IIL auf welche Weise sich die Bahngleichungen herleiten lassen ; 
IV. wie man den Druck 2), welchen die Fläche erleidet, zu finden 

vermag. 
Lösu ng. I. Denkt man sich, um den Punkt als einen freien auf- 
fassen zu können , den Widerstand , welchen die Fläche leistet , durch 
eine Kraft N ersetzt , die in der Richtung der Normale wirkt und be- 
zeichnet man die von der letzteren mit den Coordinatenachsen gebil- 
deten Winkel mit r,, i'^, v., so lauten die Differentialgleichungen der 

Bewegung 

^ X 

= X+ Neos V:r , 



dt^ 
dPy 
dt^ 
ö? z 
d¥ 



= r + Neos Vy , 

= Z + Neosi'z. 



Sie gehen bei Einführung der Cosinuswerthe und Benutzung der 
Abkürzung 



/(!-:/+©'+' 



über in 



2) ^=^--««1-:. 



3) 


d^z 
dt^ 


-Z+NQ. 






it Beachtung von 






• 






7;2- 


v/ + v,/ + 


V 2 




ra: = 


dx 
'dt' 


dy 


Vz = 


dz 
dt 
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folgt hieraus 

4) i^ = 2fXdx+Ycl!ß + Zcn, 

Da X, r, Z als Functionen von bezüglioli x, y^ z gegeben sind . 
und z = f{x^y) ist, so liefert diese Gleichung die Geschwindigkeit v 
ausgedrückt durch x und y , wenn man die Integration vornimmt und 
dabei die Constante aus irgend einem als gegeben vorliegenden Be- 
wegungszustande (gewöhnlich dem anfanglichen) bestimmt. 

n. Um die Coordinaten x^ y^ z durch / ausdrücken zu können, 
braucht man drei Gleichungen, in denen nur diese vier Veränderliclien 
Yorkommen. Eine dieser Gleichungen ist die der Fläche, nUmlich 
ij = /'(as, j^); die beiden anderen lassen sieh aus 1), 2) und 3) herleiten, 
indem man N eliminirt. 

in. Wennrr, y, ;2r als Functionen von t bestimmt sind, so ergeben 
sich , durch Wegschaffung von t , Gleichungen zwischen x und y , x und z^ 
y und z ; diess sind die der Projectionen der Bahn. 

rV. Endlich kann eine der Gleichungen 1), 2), 3), oder eine Ver- 
bindung derselben, dazu dienen, die Normalkraft JV zu -^nden. Hier- 
mit hat man dann auch den senkrechten Druck D , welchen die Fläche 
erleidet, denn er ist N gleich, nur entgegengesetzt gerichtet. 

Ob und in welcher Weise die hier angedeuteten Operationen aus- 
führbar sind, ist Sache des speciellen Falles. 

Aufgabe 136. Bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system, dessen rc 3/ -Ebene horizontal und dessen ;?- Achse im Sinne 
der Schwere gerichtet liegt, ist eine Ebene gegeben, welche die 
y- Achse in sich enthält. Auf derselben befindet sich ein Punkt, der 
nur seiner Schwere unterliegt. Er beginnt seine Bewegung im Coor- 
dinateiianfange mit einer Geschwindigkeit c, deren llichtung mit den 
Achsen die Winkel ot, j3, y bildet. Die Neigung der vorgeschriebenen 
Ebene unter den Horizont beträgt X (lirad (wobei bekanntlich A mit 
den vorhergenannten Winkeln zusammenhängt). Man soll berechnen 
I. die Geschwindigkeit v^ welche der Punkt an der allgemeinen 

Stelle seiner Bahn besitzt ; 
II. V und die Coordinaten x^ y ^ z seines Ortes als Functionen der 

Zeit^; 
rn. die Gleichungen der auf die drei Coordinatenebenen bezogenen 

Projectionen der Bahn: 
IV. den Druck 2>, welchen die Ebene erleidet. 
Lösung. I. Nach Anleitung der vorhergehenden Lösung findet 
xnan als Differentialgleichungen der Bewegung 



-.1 
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TiV — — -> SlHA, 

dl' 

di' ' 

Aus denselbei^ folgt 

was einen sehr bekannten Satz ausspricht. 

II. Zur Zeit t befindet sich der Punkt au dem durch die Coor- \ 
dinaten 

x = \gfism2X'{' et cos a, 

y = ctcosß, 

z = ^gi^sin^X-\-ctcosY 

bestimmten Qrte und besitzt die Geschwindigkeit 

«; = j/c^ -f. 2g {l^gt-sin^ X + ctcosy). 

lU. Als Gleichung der xy - Projection der Bahn ergiebt sich 
zunächst 

2 c^ X co^ ß = g y^ sink cos k •i-2c^ycosacosß^ 
was leicht auf die Form 

/ c^cosacosßY _i^ <?cos^ß / c^cos^a \ 

\ g sink cos k J '^ g sink cos k\ 2gsinkcosk/ 

gebracht werden kann. Man sieht hieraus , dass diese Projection eine 

gemeine Parabel ist, deren Achse parallel zur a?- Achse liegt, deren 

Halbparameter 

c^cos^ß 

p = ■ — 

g sink cos k 

ist und deren Scheitel um 

. c^ cosa cosß 

g sin k cos k 

von der Achse der x^ hingegen um 



B = 



c^ cos^ a 



2g sink cos k 
von der der y absteht. 
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Ganz ebenso ergiebt sich fllr die y^-Projection 

(. C' rosa cos ß\^ ck C' ros^ ß / . c-cos^a \ 
gsinkcoskj ffsin'k\ Zgcos-k' 

woraus die entsprechend gleichen Schlüsjse folgen. 

Die a?jer-Projection der Bahn fallt mit der gleichnamigen Spur der 
vorgeschriebenen Ebene zusammen; ihre Gleichung ist daher 

z = X tan X, 

IV. Der von dem Punkte ausgeübte Druck hat die Grösse 

D = g cos X. 

Aufgabe 137. Auf einem Rotati onsparaboloide von der 
Gleichung 

soll sich ein Punkt derartig bewegen , dass er auf die Fläche überall 
den Constanten Druck Je ausübt und — der Zeit t proportional — immer 
gleich weit von der yz- wie von der ä*;?- Ebene entfernt ist. 

Man soll nach Anleitung der Lösung der Aufgabe 135 bestimmen, 
welcher Art die Kräfte X, Y^ Z sein müssen, die ihn in den Richtun- 
gen der positiven Coordinaten antreiben; ferner mit welcher Geschwin- 
digkeit V er läuft, wenn die Bewegung mit einer gewissen Anfangs- 
geschwindigkeit c im Coordinatenanfange beginnt; endlich wie seine 
Bahn beschaffen ist. 

Lösung. Die Natur der die Bewegung erzeugenden Kräfte wird 
ausgedrückt durch die Gleichungen 

_ Ä'ic l'ht 

JL — 



h^ ah 



a r a4-2z a 



+ 2z a j/a^ + 2hH'' 

die sich leicht auf noch andere Formen bringen lassen und in denen b 
diejenige Strecke bezeichnet, um welche sich der Punkt zur Zeit 1 von 
der yz -'Ebene entfernt hat. 

Die Geschwindigkeit des Letzteren ergiebt sich zu 

V = — 1/4 h^'x' + a'c^=^-l/4:hH- + d' cK 
a' a^ 

Die Bahn ist der von den beiden verticalen Coordinatenebenen 
gleich weit abstehende Meridian des Umdrehungsparaboloids. 

Viibrinanii, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 9 
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III Bewegung auf einer vorgeschriebenen festen Linie im 

Aufgabe 138. Auf einer starren Ciirve , welche die Durchs 
linie der Flächen 

1) F,{x,,j,z^^-() 

und 

2) F,{z,y,z) = 

ist, bewegt sich ein Punkt in Folge von beliebig vielen Kraft 
parallel zu den Achsen des rechtwinkligen Coordinatensystems d 
ponenten X, Y, Z liefeni, welche Functionen von x^ y ^ s sind 

Die Bewegung beginnt zur Zeit Null mit der Anfangsgesch 
keit Vq in einem Punkte , dessen Coordinaten die Werthe a , l 
haben. 

Es soll angegeben werden, auf welche Weise man die rr, \ 
Punkt/CS, ferner seine Geschwindigkeit r, endlich den auf di 
ausgciibt.en Druck und dessen Richtuugswiukel gegen die drei 
natenachsen als Functionen der Zeit t bestimmen kann. 

Lösung. Um den beweglichen Punkt als einen freien s 
zu können , denkt man sich den Widerstand , welchen die st^n 
leistrfit, durch eine Normalkraft A^ ersetzt, die mit den drei Coon 
achsen die Winkel A , ,u , v eiuschliesst. Dann lauten die Diife 
gleichungen der Bewegung 

3) '^^^X + NeofX. 

4) ^y-^Y+NcoSf., 

5) "^ = Z+Ncosv. 

Werden ferner die Winkel, welche die Tangente im Punl 
mit den drei Achsen bildet, durch f, i/, bezeichnet, so hat mj 

cos A ro5 S + (^os fx cos r) + f'os V ro5 = 
oder 

b) cosk- — }r cos u - — [- cosv — - = ü , 

^ ds ds ds 

wobei ds das Bogenelement. 
Endlich ist 

7) cos'^k + COS^fl + cos^v = 1. 



auf vorgeschriebenen festen Bahnen. 
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Zwischen den acht Grössen a:, ?/, z, A, |u, v, N und t bestehen 
also sieben Gleichungen. Mittelst derselben können die Coordinaten 
a; , y^ z ^ die Geschwindigkeit v , der Druck auf die Bahn und seine Eich- 
tungswinkel als Functionen der Zeit t bestimmt werden. 

Zunächst ergiebt sich aus 3) , 4) und 5) 
hieraus aber, bei Beachtung von 



'--I 



r uu^i 



— -* I 



die Gleichung 
9) 



V^^Vx^ '\- Vy^ + Vz^, 



vdv = Xdx + Ydy + Zd0. 



Da nun X, F, Z von x, y, z abhängen, x und y aber sich mit- 
telst 1) und 2) als Functionen von z darstellen lassen (wenn , wie vor 
ausgesetzt werden möge, die betreffenden Umfonnungen der vorliegen- 
den Gleichungen möglich sind) , so erhält man hieraus 



und endlich 
10) 



vdv = F^ {z) dz 



V = F^ {z) + Const, , 



wobei die Constante sich aus der Bedingung ergiebt, dass v gleich v^^ 
, sein muss , wenn z den Werth c hat. 
Da nun ferner 



v = 



ds ]/dx' + (hf + dz^ 



dt 



dt 



ist, X und y aber ansdrückbar sind durch z , so giebt diess , verbunden 
Diit 10), eine Gleichung von der Form 

11) ^ = F, if). 

Hat man aber z als Function der Zeit, so hat man [nach 1) und 2)] 
auch X und y als solche; desgleichen [nach 10)] die Geschwindigkeit v. 

Was_ endlich den von der Bahn auszuhaltendcn Druck anlangt, so 
ist derselbe gleich dem Widerstände .A^. Für Letzteren aber folgt aus 3) 
bis 5) unter Beachtung von 7) , 



12) JV = + Yix" -XY + {y" -Yf + {z" - Zf , 

cP?/ „ d^z 



»,.^L * ff U X ff 

wobei X =j^, y 



dt^ ' 



dt^' 
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Auch liefern 3), 4) und 5) die Richtungswinkel des Druckes, 
nünilioh 



cos k --^ 



N 



z" -Z 

cos V = — -^ . 

jS 

Da man nun, nach dem Vorhergehenden, x, y, z, X^ ^> -^ 
durch t ausdrücken kann, so sind hiermit auch N, ky fi und v als Func- 
tionen der Zeit bestimmt. 

Die weitere Ausftthrun^ des hier Angegebenen ist selbstverständ- 
lich Sache des besonderen Falles. 

Aufgabe 139. Eine Gerade, welche durch den Coordinaten- 
anfang eines rechtwinkligen Systems geht, liegt derartig, dass ihre 
Horizontalprojection mit der x - Achse den Winkel et , ihre Verticalpro- 
jection mit dcrseli^en Achse den Winkel ß bildet. Auf dieser Geraden 
ist ein Punkt beweglich, welcher in den Richtungen der positiven or-, 
1/- und r- Achse von den coustanten Kräften Ä, B^ Cbeeinflusst wird. 
Er beginnt seine Bewegung im Ooordinatenanfange vom Ruhezustande 
aus. ^Fan soll (nach Anleitung der Lösung der vorhergehenden Auf- 
gabe) berechnen: 

I. welche Geschwindigkeit v der Punkt besitzt, nachdem er die 
Höhe z erstiegen oder nachdem er die Entfernung x von der 
yz -Ehene erlangt hat; 
II. welches die Coordinaten seines Ortes zur Zeit t sind; 

III. mit welcher Geschwindigkeit er in diesem Augenblicke läuft; 

IV. welchen Druck D die geradlinige Bahn zur Zeit t erleidet; 

V. wie sich die unter I) bis IV) gefundenen Resultate verein- 
fachen , wenn die Bahn mit der x - Achse zusammenfällt. 

Lösung. I. Für die gebuchte Geschwindigkeit findet man 



V = y2Lzcotß = y'JLx, 
wobei zur Abkürzung 

Ä + B tunci + C tmi ß = L 

gesetzt wurde. 

Dieselbe ist also proportional der Quadratwurzel der erstiegenen 
Höhe und auch der der Entfernung von der y;s^- Ebene. 
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II. Die Coordinaten des Ortes sind , wenn man 

1 +tan^a + tan^ß = M 
setzt und t vom Beginne der Bewegung an rechnet, 

-wachsen mithin wie die Quadrate der Zeiten. 

in. Die Geschwindigkeit, mit welcher der Punkt läuft, nimmt 
hingegen zu wie die erste Potenz; es ist nämlich 

IV. Der von der Bahn auszuhaltende Druck besitzt den Werth 



-/^ 



jy_ My {Ätana -- By + (Atanß — Of + {Ctana ^ Btanßy 



M 



hat also beständige Grösse — was übrigens auch ohne Rechnung sich 
sofort übersehen lässt. 

Seine Richtungswinkel X , /n und v sind bestimmt durch 

L-AM 



cos k = 



cos f l = 



cosv = 



MN ' 

Lfana — BM 

MN ' 

L tan ß — GM 

Wn ' 



in welchen Gleichungen N den von der Bahn geleisteten Widerstand 
bedeutet , der D gleich ist , aber entgegengesetzt gerichtet. 

V. Für den in der Aufgabe genannten besonderen Fall liefern die 
unter 1) bis IV) stehenden Formeln 



o = }/2Ax, 
nebst den selbstverständlichen Werthen ^ = , z = 0, 
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Femer 
uud ondliüh 



Diese Resultate sind , als giltig für die Bewegung in einer 6erail<30 
unter alleinigem Einflüsse einer constauten Kraft Ä , allgemein bekanxit. 

Aufgabe 140. Unter der alleinigen Wirkung der Schwere rollt 
auf ei nor Schraubenlinie, deren Achse senkrecht steht , ein Punkt 
heral). Die Bewegung beginnt ohne Anfangsgeschwindigkeit Der 
Steigungswinkel der Schraubenlinie ist a, der Halbmesser derselben 
gleich a, Sie wird auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen, 
dessen ^- Achse vertical nach unten gerichtet ist und von dessen ic- Achse 
aus tlie Bewegung erfolgt. 

Man soll für den rollenden Punkt die Geschwindigkeit v, die Orts- 
cooidinaten x", ?/, 0^ den auf die Bahn ausgeübten Druck D und dessen 
Richtungswinkel A, fc, v nach Anleitung der Lösung der Aufgabe 138 
als Functionen der Zeit t bestimmen. 

Lösung. Ohne Schwierigkeit gelangt man (die Zeit vom Bc- 
wegungsbeginne an rechnend) zu den sehr einfache Gesetze aussprechen- 
den Gleichimgen 

V = gt sina^ 

Ferner zu den zusammengesetzteren Werthen 

. qt^s'm2a 



x = acos 



4a 
gt^ sin2a 
~~4^ 



Endlich ergiebt sich der absolute Werth des von der Schrauben- 
linie auszuhaltenden Druckes zu 



D = ^f-^^^]/a^+{g'slnUcos'a)t'', 



a 

für seine Richtungswinkel aber 

/' // // 

X y —g 

cosX = —. cosii = -zr=^. cos V = — r^ , 

in welchen Ausdrücken N dem D gleich ist, doch entgegengesetzt ge- 
richtet, x\ y" und z' aber der Reihe nach die Werthe 
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- 2ak {2kt^cosJct^ + sinJct^), 

— 2aJc {2kf^slnkt^ - coskt^), 

gsin^cc 

baben, wobei k die Abkürzimcr für ^^. bedeutet. 

4a 

Anmerkung. Zu denselben Eesultateu kann man auch leicht 

kommen, ohne von der Gleichung 9) der zu Nr. 138 gehörenden Lösung 

auszugehen. Man braucht nur zu beachten, dass einerseits fiir die 

Tangentialkraft allgemein der Ausdruck -— ^ gilt, andererseits aber für 

f unseren Fall dieselbe gleich g sin a ist. Diess liefert zunächst die Dif- 
ferentialgleichung 



führt damit auf 



j^,={fsma 






von hier aus zu 



z = ^ gt' sln^cc, 

mithin auch zu allen übrigen vorstehenden Werthen. 

Aufgabe 141. Drei im Sinne der positiven Coordinaten eines 
rechtwinkligen Systems thätige Kräfte X, Y, Z^ welche nach den Ge- 
setzen 

kx 



Z = 



r= 



ky 



^ 2&2 Jca 



a ]/a^ + 2az 

a, h, k coustant, > k, 

a 

wirken, beeinflussen einen materiellen Punkt. Derselbe kann sich nur 
auf einer gemeinen oberhalb der üj«/ -Ebene liegenden Parabel bewe- 
gen , deren Halbparameter a , deren Scheitel der Coordinatenanfang ist, 
deren Achse mit der ;2f- Achse zusammenfällt und deren Ebene mit der 
iC;8:- Ebene einen Winkel von 45 Grad bildet. 

Die Bewegung des Punktes beginnt im Parabelscheitel mit der 
Geschwindigkeit h '/2, 
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Von der Gleichung 9) der zu Nr. 138 gehörenden Lösung aus- 
gehend soll man zunächst die Bahngeschwindigkeit v bestimmen und 
zwar sowohl als Function der erstiegenen Höhe z^ wie auch als solche 
der verflossenen Zeit t. 

Femer für den Augenblick t die Coordinaten Xy y, des Ortes 
des Punktes, die Grösse des Druckes, welchen die Bahn erleidet und 
seine Richtungswinkel il , |m , v. 

Lösung. Die Geschwindigkeit nimmt nach den Gesetzen 



v = - l/2a(a + 2z) 
a 



und 



t; = _ j/2{ä^'+2hH^) 



(die Zeit vom Bewegungsbeginne an gerechnet) zu. 

Die Coordinaten der Horizontalprojcction des sich bewegenden 

Punktes sind 

X = bt und y = ht\ 

er entfernt sich also der Zeit proportional von den beiden Vertical- 
ebenen und hat für ^ = 1 von ihnen den Abstand h. 

Die erstiegenen Höhen z wachsen wie die Quadrate der verflos- 

senen Zeiten und für die Einheit von t iat z bleich — . 

a 

Der auf die Bahn ausgeübte Druck ist überall gleich stark ^ 

nämlich gleich k. 

Die Richtungswinkel desselben besitzen die Cosinuswerthe 

bt X 

cos A = — ~ — . ■ = — ■ 

}/a^ + 2bH'' j/äF+27^' 

COSfl = COSk, 

a a 

cosv = 



}/a^ + 2bH' j/a^ + 2az 

Aufgabe 142. Die Verticalprojection und die seitliche Vertical- 
projection einer Linie sind Curven von den Gleichungen 

x=^}^z^, 



2/ = 1^2^. 

Ein materieller Punkt ist gezwungen, sich auf dieser Linie zu 
bewegen und unterliegt Einflüssen , welche sich in den Richtungen äer 
positiven Systemachsen zu den Kräften 
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''=2k-'{Sz+l) 

.;» oeine Bewegung im Coordinatenanfange 

atung seiner Bahn die Geschwindigkeit k. 

:, in der vorhergehenden Aufgabe Genannte, 
jhne Schwierigkeiten findet man 

V = Ä (1 + 0f 

v = ke^^', 

wobei die Zeit vom Beginne der Bewegung an gezählt ist. Die Ge- 
schwindigkeiten wachsen also in geometrischer Progression. 

Die Ortscoordinaten ergeben sich zu 

Bei der Berechnung des Druckes [nach Gl. 12) von Nr. 138] 
kommt man zunächst auf 

,, ^ k^j/2 3e2A:t-iOe«^^ + 6 
y —1 = . ^ , 

^ 2 /e*'~l 

/'-Z = Ä;2(4-5c*0 

and erhält damit 

~2 • e*'^l 

Durch die letzten vier Gleichungen sind [nach 13) von Nr. 138] 
auch die Richtungswinkel des Druckes bestimmt. 

Wenn kt hinreichend gross ist, so kann man, ohne wesentlichen 
Fehler , im Zähler des vorstehenden Werthes von N^ statt — 4 auch 
— § schreiben. Dann wird einfacher 



138 
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. I 



Fig. IG. 




Aufgabe 143. lu «kr 0:5- Ebene eines rechtwinkligen Coordina- 
tcnfciyötems ist eine Cyclo i Je OP"Ä (Fig. 16) gezeichnet, für welche 

OC=h der Durchmesser 
des erzeugenden Kreises, 
CA die halbe Basis und 
der Scheitel ist ; in der 
?/<c- Ebene eine gemeine 
Parabel, deren Halb- 
parameter gleich 2 a , 
deren Achse die z-Athao 
und deren Scheitel eben- 
falls der Coordinateu- 
anfang. üeber der Cy- 
cloide steht eine Cylin- 
dertiüche parallel zur y - Achse ; über der Pai-abel eine andere parallel 
zur x*-Achj<e. 

Auf der Durchschuittsliuie dieser beiden Flächen ist ein materieller 
Punkt beweglich, welcher, ausser von seiner eigenen Schwere, nur 
von einer Kraft U beeinflusst wird . die im Sinne der positiven z thä- 
lig ist. 

Die Bewegung beginnt im Coordiuatenanfange mit der Geschwin- 
digkeit c, Sie soll derartig erfolgen , dass die Bahngeschwindigkeit v 
immer aus dem constanten Theile c und aus einem, veränderlichen be- 
steht, welcher letztere der erstiegenen Höhe proportional ist und für 
z gleich 1 den Werth k hat. 
Man soll berechnen 
I. welcher Art die Kraft U sein muss, die diese Bewegung er- 
zeugt; 
IL welche Höhe z der Punkt zur Zeit t erstiegen hat; 
III. wie gross die Geschwindigkeit v um diese Zeit ist. 

Lösung. I. Die Kji'aft U muss aus einem constanten Theile 
hc -\- g und aus einem veränderlichen bestehen , welcher letztere wie z 
wächst und für dessen Einheit gleich k^ ist. {U = kc + g + 7c^ z). 

Oder mau kann auch sagen : sie besteht aus dem constanten Theile^ 
und aus dem variabelen kv^ welcher der Geschwindigkeit v proportional 
ist und für v gleich 1 den Werth /.; hat. (LT = ^ + kv). 

IL Bei der Bestimmung von z als Function der (vom Bewegungs- 

dz 

beginne an gerechneten) Zeit t thut man wohl zu beachten , das» — 

dx 

sich sofort angeben lässt, wenn man sich crinneii, dass die Tangente 
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im Punkte P" der Geraden ON parallel sein muös. Man kommt zu- 
nächst auf 

dz 






}/n + b J (c + l-z) }/z 
tincl damit zn 



k VV' a + b J 



111. Die zur Zeil t lierrsclieude Geschwindigkeit, ist 



r =-^ c 



"'H'/i^,')- 



Capitel IV. 

Aufgaben Qber die Bestimninng Yon Trägheitsmomenten. 



Erklärung. Befindet sich ein materieller Punkt, welcher die 
Masse M besitzt , im Abstände r von einer festen Drehachse und wird 
mit k die Winkelbeschleunigung bezeichnet , so hat man in 

P=Mkr 

diejenige Kraft, welche nöthig ist, um dem Punkte seine Beschleuni- 
gung kr zu ertheilen. 

Wirkt diese Kraft am Hebelarme a, so stellt 

Fa = Mkr^ 

ihr Moment für die Drehung dar. 

Liegt statt eines einzelnen Punktes ein ganzes System von mate- 
riellen Punkten vor , welche die Massen M^ , M^ , M^ , haben und 

sich in den Abständen r^ , rg , Tg , von der Drehachse befinden , so 

muss 

Fa = M^kr^^ + M^kr^^ + M^kr^^ + . . . . 

sein, oder kürzer ausgedrückt, 

Fa==2 {Mkr^ = k Z(Mv^. 

Für eine stetig Vertheilte Masse wird hieraus 

1) Fa = kf r^dM, 

Dabei ist dM das Massenelement, also 

dM=edV, 

wenn mit e die (constänte oder variabele) Dichtigkeit und mit d V das 
Volumenelement bezeichnet wird. 

Das Integral ist ein einfaches oder mehrfaches , je nach der Form 
der vorliegenden stetig zusammenhängenden Masse. 
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Dieser Form am besten entsprechend wird man auch entweder 
recht'winklige , oder polare , oder noch andere (Koordinaten wählen und 
d V in Bezug auf dieselben ausdrücken. 

Nach Gleichung 1) ist das Integral 

2) T=fr^dM 

das Maass für die Beharrung. Es heisst bekanntlich Trägheit s-, 
Drehungs- oder Massenmoment. 

Fällt die Drehachse , in Bezug auf welche dieses Moment genom- 
men 'wird, mit der ;?- Achse eines räumlichen rechtwinkligen Coordina- 
tensystems zusanunen , so geht die Gleichung 2) über in 

3) T, ^J{3? + 1/«) d M. 

Ebenso lautet das auf die y - Achse bezogene Trägheitsmoment 

4) Ty = f {x^ + 0') dM 

und endlich das für die a?- Achse giltige 

5) T:r^f{y^ + z^)dM. 

Unter dem Trägheitshalbmesser q versteht man diejenige 
Entfernung von der Drehachse, in welcher die gesammte Masse M eines 
Massensystems, in einem Punkte concentrirt, dasselbe Trägheits- 
moment haben würde, welches die in dem Systeme vertheilte Masse 
besitzt. Es ist also q durch die Gleichung 

6) Mq^:=T= fr^dM 

bestimmt. 

Büemach ist T die auf die Entfernung 1 von der Drehachse redu- 
cirte Masse des Systems. 

I. Trägheitsmomente gleicMörmig dicbter Linien, Flächen 

nnd Körper. 

A. Trägheitsmomente von Linien. 

a) Ebene Linien. 

Aufgabe 144. Eine ebene Curve AB, die den constanten Quer- 
schnitt q und die Dichtigkeit s besitzt*, hat in Bezug auf ein recht- 



* Diese beiden Voraussetzungen mögen für alle unter A stehenden 
Anfgaben gelten. 
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winkliges Coordinatensystem die Gleichung y '= f (x). Der Anfangs- 
punkt A steht um x^y , der Endpunkt B um x^ von der Ordinaten- 
achse ab. 

I. Man soll die auf die x- und y- Achse bezogenen Trägheitsmomente 
Tx und Ty dieser Linie berechnen und 

IL angeben, wie dieselben lauten, wenn die Curve bezogen auf 
Polarcoordinaten durch eine Gleichunpf von der Form r = <p (0) gegeben 
ist und von 0^ bis 0^ gerechnet wird. 

Lösung. 



Xi 

L Tx = qe Cy^V\+7^dx, 



Xq 
Xi 



Ty^-qs Cx^yl + y'dx, 



öl 
IL Tr = qi fr'j/r^+r'sm^ddd, 

öl 
Ty = qs f f-j/r'+r'cos^ddO. 

Aufgabe 145. Eine Gerade-4^ hat die Ltinge L und ist unter 
dem Winkel n gegen eine Drehachse UV geneigt, welche mit ihr in 
derselben Ebene liegt. Der Anfangspunkt Ä steht um c von dieser 
Achse ab. 

I. Welches Trägheitsmoment T besitzt die Gerade in Bezug auf 
UV? 

IL Wie vereinfacht sich dasselbe , wenn U V durch A gelegt wird 
und wie lautet es, wenn U V durch den Schwerpunkt von -45 geht? 

III. Welches sind in diesen beiden besonderen Fällen die Träg- 
heitshalbmesser Q^ und ^^? 

Lösung. I. Nimmt man UV ah x- Achse und denjenigen Punkt, 
in welchem AB^ oder dessen Verlängerung, einschneidet, als Coordi- 
natenanfang eines rechtwinkligen Systems , so erhält man leicht 

ccotn -i- JjCOfta 

T=q£ tdfir et sccct 1 x^dx, 

ccota 
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Von hier aus gelangt man zu folgenden Resultaten : 
T = ^ M{3<^ + iic L sin a + /-'" siti^ ci) , 
JM" = qs L = Masse der Gei^aden ; 

IT. T^ = ^MIßshi^a', 

III. Pj = -^ 7, y^ .9/7?.«; 

Q^ =z ^L j/i} sin a . 

Aufgabe 146. Für den Quadrant^ni der bekannten Curve 

soll I. das auf eine der Coordinatenaclisen bezogene Trägheitsmoment 
(^x oder Ty) bestimmt werden und 11. der Triigbeitshalbmesser (j, 

li ö s u n g. Man findet leicht 

Ta: tat offenbar denselben Werth wie Ty. 

Aufgabe 147. Es soll unter l^euntznng der bekannten für Polar- 
coordinatcn geltenden Gleichungen (II. der Losung zn Nr. 144) das 
Trägheitsmoment eines Kreisbogens bestimmt werden, dessen Ra- 
dius a und dessen Centriwinkel y ist — und zwar 

I. in Bezng auf einen Durchmesser OX, welcher durch den An- 
fang des Bogens geht; 

II. für einen solchen Y, der senkrecht zu dem ersten steht; 

III. soll man T und q für die ganze Kreisperipherie angeben. 

Lösung. 

I. !r^ = ^- 7 f a? (y — sin y cos y) ; 

II. T,j = ^QB n^ (y + sin y cosy) ; 

III. y^^^j^3^|j|;^^2. 

also gleich der Hälfte der zum Quadranten gehörigen Sehne. 



* Hierbei — und im Folgenden immer — bedeutet M die Masse, 
wenn nicht etwa ausdrücklich anders bestiiniut ist. 



144 Aufgaben über die Bestimmung von Trägheitsmoment^ 

b) Linien im Räume. 

Aufgabe 148. Die Horizontal- und die Verticalprojection einer 
Curve Ä B haben die Gleichungen y = f (pc)^ bezüglich z = q> {x). 
Dem Anfangspunkte Ä kommt die Abscisse a , dem Endpunkte B die 
Abscisse h zu. Die xiuf die drei Coordinatenachsen bezogenen Trägheits- 
momente Tor, Ty und Tz sind anzugeben. 

Lösung. 

a 
b 



..=,./(^+.')//.+(g)"+©"^«. 



a 
h 



a 

Aufgabe 149. Die Gerade AB^ welche die Länge L hat, steht 
mit ihrem Anfangspunkte A um h von einer Drehachse ab , mit der sie 
nicht in derselben Ebene liegt, und bildet mit ihr den Winkel cc. 
Nimmt man diese Drehachse als x- Achse, die von A darauf gefällte 
Senkrechte als i/- Achse und wählt die ^ -Achse vcrtical zur ä;^^- Ebene, 
so schliesst AB mit den beiden letztgenannten Linien die Winkel ß 
und y ein. T^ ist zu bestimmen. 

Lösung. Zunächst ergiebt sich (nach Nr. 148) 

L cosa 


schliesslich aber 

T^ = i {IJ sin^a + nhLcosß + 3 h^) M, 
Die Anwendung auf besondere Fälle ist zu empfehlen. 

Aufgabe 150. In der a;-e- Ebene eines rechtwinkligen Coordina 
tensystems ist die Curve = ^ x^ gezeichnet ; in der xy - Ebene die 
andere y = ^ j/2o(^. lieber der Ersteren steht eine Cylinderfläche pa- 
rallel zur y- Achse , über der Letzteren eine der ^;- Achse gleichgerichtete. 

Für die von bis x gerechnete Durchschnittslinie dieser beiden 
Flächen sollen T,r und Ty bestimmt werden. 

Lösung. T^ = -^f7f(80+82ir+15ic2)ir4, 

Ty = j^qe{4O + 30x + 6x^ + ox^) x\ 
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Fig. 17. 




B. Trägheitsmomente von Flächen. 

a) Ebene Flächen. 

er) Brehachae in der Ebene. 

A.iif gäbe 151. Eine Fläche iIf„J/, ^^jX^ (Fig. 17) vou der con- 
stanten Dicke d* wird oben und nuten durch zwei Curven M^M^ und 
N^N^ begrenzt, denen, bezogen auf ein 
rechtwinkliges Coordinatensysstcm , die 
Gleichungen 

. yü=/*ü(^) 

zukommen. 

Welches Trägheitsmoment T^ be- 
sitzt der von x^ bis x^ gerechnete Theil 
derselben in Bezug auf die Ach.se der 
Abscissen und welches andere Ty bezogen ^ 
auf die der Ordinaten? 

Lösung. 

Aufgabe 152. Es sollen die auf die Halbachsen a und h bezoge- 
nen Trägheitsmomente Ta und Tt , nebst den zugehörigen Qa und q/, 
für einen Ellipsenquadranten bestimmt werden. 

Lösung. T„ und Tb sind zunächst Doppelintegrale mit ellipti- 
schen Grenzen. Schafft man die Letzteren auf die bekannte Weise weg, 
so erhält man sehr schnell 

Ta=--^^Q7zÖ£ah^ = ^h'-M, 

Aufgabe 153. Für die Fläche ÄOB einer gemeinen Cycloide 
(Fig. 18) sind T^., T^, g^r und Qy zu berechnen. 



* Die Dicke 8 möge bei den unter B. stehenden Aufgaben immer 
vorausgesetzt werden. 



FahrmaTtn, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. II. 



10 



146 Aufgaben aber die ßestmimiiiig tod TiSgiieitniMniieiiten. 



Fig. 18. 




Losung. Man findet zuerst 



nnd damit dann 



Femer 



Tg = 5 «a*/(l — cosa)- (n— (o + sin •)* da 



oder 



Ty = 4dBa* 1 {n — a+sin ©)- sin*-^ d o . 



Diess liefert nach leichter Zwischenrechnnng 



Ty = nSt 24 



Es ist daher 

Aufgabe 154. Eine Fläche BqCqB^C^ ist durch zwei Curven 
J^^Oj,, J?|Ci (vergl. Fig. 7 des I. Theiles), deren Polargleichungen 

♦•o=/«(ö), »•i = /i(8) 

sind, und durch zwei Leitstrahlen B^^B^^ CJjC, , welche zu den Ano- 
malien A^^ 0B^^ = 0JJ , -4j) Cq = 0^ gehören , begrenzt. 
- L Welche Werthe haben T^ und Ty? 
IL Wie lauten dieselben dann, wenn die Fläche ein voller 

K r e i s r i n g ist , dessen Radien a und h sind ? 
IIL Welches ist der Trägheitshalbmesser p dieses Ringes? 
Lösung. 

9i 

9i 
Ty = ^S sfir^^ - r^*) cos^ ddd. 

9o 
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Aufgabe 165. Die bei der vorhergehenden Lösung unter I. ge- 
fundenen Gleichungen sollen benutzt werden, um für einen ellipti- 
schen Ring die auf seine Achsen bezogenen Trägheitsmomente T,, 
und Tf, zu bestimmen. Die innere Ellipse hat die Halbachsen a und fe, 
die äussere a^ und &,. 

Lösung. Zunächst kommt man auf 
n ■ 

Y 



worin a^, /S, , a, /3, die reciproken Werthe von a^, h^, a und h sind. 
Schliesslich ergiebt sich 

und 

wofür auch geschrieben werden kann 

bezüglich 

wenn M^ die Masse der äusseren , M die der inneren Ellipse bezeichnet. 
Man vergleiche diese Resultate mit denen von Nr. 152. 

ß) Drehachse senkrecht zur Ebene, 

Aufgabe 156. Es soll für die in Nr. 151 bezeichnete Fläche das 
auf die (senkrecht zur rr^- Ebene stehende) ;2f- Achse bezogene Träg- 
heitsmoment T- bestimmt und nachher mit jTt nebst T,j verglichen 
werden. 



losung. 






T.^ = 8^J\x'{y-y,) + \{y,^-'y,^)\dx', 



Aufgabe 157. Ein rechtwinkliges Dreieck hat die Ka- 
theten a und h. Man soll für eine zu seiner Fläche normal stehende 
und durch den Scheitel des rechten Winkels gehende Achse das Träg- 
heitsmoment T und den Halbmesser ^ berechnen. 

10* 
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Lösung. 

T= ^ 6 Bah {a^ + h^) ^ ^ {ar + h^) M 
oder, wenn mit c die Länge der Hypotenuse bezeichnet wird, 



Daher 



9 = ^ = icV6. 



Aufgabe 158. Für ein regelmässiges Sechseck (Seiten- 
länge a) sind T^ und q in Bezug auf die durch den Mittelpunkt gelegte 
Achse zu bestimmen. 

Lösung. Am geschicktesten ist es, zunächst -j^ T« zu berech- 
nen, indem man eines der sechs gleichseitigen Dreiecke so legt, dass 
es von der x - Achse des rechtwinkligen Coordinatensystems halbirt 
wird. Es ergiebt sich 

Aufgabe 159. Das letzte der unter Nr 156 gefundenen Resul- 
tate soll angewendet werden, um Tz nebst dem zugehörigen q für einen 
Ellipsenquadranten zu ermitteln. 

Lösung. Man erhält 



und zwar, wenn die Lösung von Nr. 152 benutzt werden darf, ohne 
alle Rechnung. 

Aufgabe 160. Wie 159, doch liegt nicht ein Ellipsenquadrant 
vor, sondern die in Fig. 18 gezeichnete halbe Cycloiden fläche. 
Lösung. 

nach Nr. 153. 

Aufgabe 161. Für die in Nr. 154 näher bezeichnete Fläche soll 
Tz bestimmt und mit Tj: nebst Ty verglichen werden. Ferner soll man 
die gefundenen Ergebnisse benutzen, um Ts und q für einen voll- 
ständigen Kreisring anzugeben, dessen innere und äussere Radien 
&, bezüglich a, sind. 
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Lösung. 

Für den Kreisring : 

b) Umdrehungsflächen. 
Aufgabe 162. Eine ebene Curve Ä^yA^, deren Gleichung 

z=nx) 

ist , dreht sich um die z - Achse des rechtwinkligen Coordinatensystems. 
Sie wird von Xq bis iCj oder von Zq bis z^ gerechnet. Tz und q sollen 
füll die zum Drehwinkel co gehörende Fläche Äq ä^^ B^ B^ bestimmt 
werden. 

Lösung. 






JCf 



oder auch 



*i 



2o 



Ferner 



wobei 






a;i ii 



M= dfo} 

Aufgabe 163. Ein abgestumpfter Kegel hat «2 ^^^ ^i ^^s 
Halbmesser der Parallelflächen , h als Stumpf höhe. Das T^, und das q 
seiner Mantelfläche sind zu ermitteln. 

Lösung. 



T,^inöe{a,' + a,''){a, + a,) y{a,-a,Y + h^ 
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oder, da die Masse ilf des Mantels gleich nÖ£ {a.^-\-a^) /(a.^ — «1)^+'*^ ist, 
folglich 



Aufgabe 184. Um eine Ach^ie OZ^ die ihn in einem seiner 
Endpunkte berührt, dreht sich ein Viertelkreis, dessen Radius a 
ist. Tz und ^ sollen für die erzeugte Rotationsflache berechnet werden. 

Lösung. Zuerst ergiebt sich 



a 



Tz=^2 Ttöta I - -^ dx] 

J y2ax — x^ 



hieraus dann 



Für die Masse findet man 



hat mithin 



/i5^_44 



c) Allgemein krumme Flächen. 

Aufgabe 165. Bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system ist eine Fläche (Fig. 19) durch die Gleichung 

pig jc). gegeben. Die ar^-Pro- 

jection eines gewissen 
Theiles derselben wird 
durch zwei Curven 
N^M^,N^ und N^3I^N^ 
begrenzt, welche die Glei- 
chungen y^y = fy (x) und 
Vi = /i W haben. Sie wer- 
den von der Abscisse 0L^^ 
= x^^ bis zu der Abscisse 
OL^=^x^ gerechnet. Man 
soll die auf die drei Co- 
ordinatenachsen bezoge- 
nen Trägheitsmomente 
Tx , Ty und Ta ermitteln. 
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Lösung. 

^1 .Vi 



wobei 



Ty = d ef Jici? + z^) Bdxdy , 

^1 y\ 
T, = 8ef f(x^ + y')Bdxdy, 

^0 yo 



«=/,+(|iy+(?i)". 



Aufgabe 166. Um den Mittelpunkt eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems ist ein Kugeioc tan t construirt, dessen Radius gleich 
«ist. In der ojy- Ebene befindet sich ein Halbkreis über der rc- Achse, 
welcher den Halbmesser \a hat und von der y- Achse berührt wird, 
^a und das zugehörige ^ sollen für den über diesem Halbkreise liegen- 
den Kugelflächentheil bestimmt werden. 

Lösung. Man kommt zunächst auf 



a Y X (a — 3c) 
ü 

Hier empfiehlt sich aus naheliegenden Gründen die Einftlhrung 
von Polarcoordinaten. 
Es resultirt 

T, = |(3nj-7)d£a^. 
Da nun (Aufg. 78 des ersten Theiles) die Masse 

ist, so kann man auch schreiben 



hat also 



2j3«-_7) 
^'- 9(«-2)"' 



_,,/2(3«-7) 
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C. Trägheitsmomente von Körpern. 

a) Umdrehungskörper. 

a) Drehachse die geamefrische Achse. 

Aufgabe X67. In der 3^ y- Ebene eines rechtwinkligen Coordins 

tensystema ist die Flädie Ä^Ä^S^S^^ (Fig. 20) vorgeschrieben, die vo 

der AbscisBe OL^ = Xg bis Oi, ^ aij gerechnet wird. Die Gleichtmge 

der sie begrenzenden Curven ^^i, bezüglich B^Bj, lauten 

Vo = ^ (^) «^"^ V' = fi (^)- 

Sie dreht eich ein volles Mal um die 3;-Achae und erzeugt dt 

durch einen allgemeinen Rotationskörper, dessen auf Jen 

Fig. 20. Achse bezogenes TrSgheits 

momentTj bestimmt wet 

den soll. 

Lösung. Für di 
vorliegenden rechtwinklige 
Coordinaten ist T^ zunächs 
ein dreifaches Integral 
führt man aber, was offei 
bar der Natur des ümdreb 
ungskörpers besser eni 
und x), so erhalt man schliesslich ei 



spricht, cylindriache ein (r, c 
einfaches, nämlich 



Ist der Rotationskörper nicht hohl , sondern i 
über in 



T^ = i^7z(fy^*dx 



geht diei 



Aufgabe 168. Ein Khombus , desse 
Diagonalen j4C = 2a und BD=2h sin 
(Fig. 21), dreht sich ein volles Mal um di 
Achse TJ V, welche parallel zaACim Ab 
stände c liegt. 

Man soll für den erzeugten Einj 
(Schwungrad mit Ehombusquer 
schnitt) das auf die Rotationsachse be 
zogene T^ und q berechnen. 
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Lösung. Eö ergiebt sich 



T, = 8„e6cJ(l-J)P+6^(l-jy}dx 



ui|d hieraus 







Für die Masse ilf des Ringes liefert die (ruldin'sche Regel 



mithin ist 
und daher 




P = ^^/2 (27^ + 20^). 

Aufgabe 189. I. i Das Träg- 
heitsmoment Tx desjenigen Ringes 
(Schwungrades) soll bestimmt wer- 
den, welcher entsteht, wenn sich der 
Querschnitt ABCBEi^'\g, 22) um die 
Achse XOX dreht. 

n. Soll angegeben werden, wie 
jenes T, lautet, wenn der genannte 
Querschnitt in den Halbkreis FB CD G 
übergeht 

Lösung. 

+ 15fec (5a2 - 2Z>*2 + 4c2) /a^ - 6^ 
+ 15 a^ c (3 a^ + 4 c^) arc sin — > . 

In dem genannten besonderen Falle : 
T^^^nta^l 16a {2a^ + 15c^) + lÖTtc (3^2 + 4c^) j . 

Aufgabe 170. Ein Rotationsparaboloid von der Höhe h 
und dem Halbparameter p wird durch ein anderes ausgehöhlt , welches 
dieselbe Aohse hat, dessen Scheitel von dem des ersten um a absteht 
und dessen Halbparameter q ist. Zu berechnen T^ unter Benutzung 
der ersten bei Nr. 167 angegebenen Gleichung. 

Lösung. Zunächst findet man 

a h 
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(Hess liefert schliesslich 

Geht das hohle Paraboloid in ein massives über, so wird diese 
Gleichung zu der sehr bekannten 

Die letzte Formel kann , wie man leicht übersieht , auch benutzt, 
werden, um die vorhergehende zu erhalten. 
Ferner können auch die Massen 

J3fj = TT «2> h^ und M^=n^q{h — (if 

zur Einführung gelangen. 

Aufgabe 171. In der iC;s;- Ebene eines rechtwinkligen Coordina- 
tensystems liegt ein mit dem Halbmesser a construirter Viertelkreis 
derartig , dass die Achsen der x und z ihn berühren. Tx und q sollen 
für denjenigen massiven Rotationskörper bestimmt werden, welcher 
entsteht, wenn der genannte Quadrant um die Abscissenachse eine volle 
Umdrehung macht. 

Lösung. Hier empfiehlt sich offenbar die Benutzung von Polar- 
coordinaten. 

Es entsteht 

Tx = yi^ n (332 - 105 ;r) f a5 = 0,0558 1 a\ 
Für die Masse ergiebt sich 

Mithin ist 



,/ 332-105« „ . „ 



ß) Drehachse senJcrecht zur geometrischen Achse. 

Aufgabe 172. Es soll für den in Nr. 167 bezeichneten allge- 
meinen Umdrehungskörper das auf die ;e?- Achse bezogene Träg- 
heitsmoment Tz berechnet werden. 

Lösung. Bei Verwendung cylindrischer Coordinaten, die hier 
jedenfalls am geeignetsten sind , erhält man leicht 



Xo 
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der, für die Anwendung brauchbai-er geschrieben, 

X^ Xi 

T, = nf\j'x^ {y,^ - y/) dx + i/(yi« - %*) dx ! . 

Xq Xq 

Aufgabe 173. Die Mantelfläche eines Rotationskörpers ist er- 
!ugt worden , indem sich die von rc = bis x=^a gerechnete s e m i - 
iibische Parabel 

y^ = h + xj/x 

n volles Mal uui die Abscissenachse drehte. Der Körper besitzt eine 
^lindrische Aushöhlung vom Durchmesser 2 6, deren Achse mit der 
ir X zusammen iiillt. Tz ist zu ermitteln. 

Lösung. Die unter der vorigen Nummer angegebenen Gleich- 
agen liefern 

Aufgabe 174. Welches Tz hat ein massiver Kegel (Basis- 
dius h , Höhe h) bezogen auf eine Drehachse , welche ausserhalb des- 
Iben, auf der Seite der Kegelspitze, im Abstände a von der letzteren 
'gt, die Kegelachse schneidet und senkrecht zu ihr steht? 

Welchen Werth besitzt dieses T^dann, wenn die Drehachse durch 
e Spitze geht? 

Lösung. 

T^. = {a^ + iah + ih^+^\h'')M 
id im speciellen Falle : 

Aufgabe 175. Das Doppelte des in Nr. 171 vorgeschriebenen 
mdrehungskörpers ist derartig gelegen, dass es von der 2/;2? - Ebene 
^Ibirt wird; T^ und das zugehörige q sind zu bestimmen. 

Lösung. 

T, = -^7i€{268-807i)a\ 



Daher 



=*/ 



3 (268 - 85 tt) 

10(10-3 7r) "■ 



Aufgabe 176. Für eine massive Kugel, welche den Radius« 
t, sollen Ts und q in Bezug auf eine Drehachse berechnet werden, 
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die vom Mittelpunkte um c (> a) entfernt ist und einen Durchmesser 
senkrecht schneidet. 

Lösung. Am besten mit Benutzung von Polarcoordinaten er- 
giebt sich 

also 

o 



7/2 aH 



b) Körper, welche nicht von Um drehungsf lachen 

begrenzt werden. 

Aufgabe 177. Eine gerade, regelmässige, sechsseitige 
Pyramide ist durch ihre Höhe // und durch die Grundflächenseite a 
gegeben. Es soll durch dreifache Integration (vergl. Nr. 178) das auf 
ihre Achse bezogene T bestimmt und auch q ermittelt werden. 

Lösung. Wenn man die Pyramide geschickt gegen das Coordi- 
natensystem legt, so hat man sehr schnell -^ T, damit dann auch T, 
nämlich 

mithin 

also einen recht hübschen einfachen Satz. 

Aufgabe 178. Die vorige Aufgabe soll gelöst werden, indem 
man die Pyramide parallel zur Grundfläche in unendlich dünne Schich- 
ten zerlegt, die Trägheitsmomente dieser letzteren bestimmt und sum- 
mirt. 

Lösung. Man berechnet zunächst die Masse dM eines der schich- 
tenförmigen Elemente, multiplicirt dieselbe mit dem Quadrate ihres 
Trägheitshalbmessers (wobei die Lösung von Nr. 158 in Betracht kommt) 
und integrirt. Das Integral ist hier (im Gegensatze zu Nr. 177) ein 
einfaches und zwar 


Es liefert selbstverständlich das vorige Resultat. 
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Aufgabe 179. Eine bei durchaus rechtwinklige, dreisei- 
tige Pyramide OÄBC hat die Kantenlängen OÄ = a, OB = h, 
OC=c, 

Das auf a bezogene T« soll ermittelt werden , indem man sich den 
Körper parallel zur Ebene 5 c in unendlich dünne Schichten zerspalten 
denkt, für eine derselben dTa bestimmt, etc. wie bei 178. 

Femer sollen T* und Te angegeben werden. 

Lösung. 

^« = TVf — ^^-^i I {a-xYdx', 



Aufgabe 180. Die Halbachsen a und h der Grundfläche eines 
elliptis-chen, geraden Kegels, wie auch seine Höhe Ä, sind ge- 
geben. Zu berechnen ist das für seine Achse geltende T und zwar durch 
e i n f a c h e Integration. 

Lösung. Mit Beachtung der zu Nr. 159 gehörenden Resultate 
hat man sehr leicht 



Aufgabe 181. Von einem ganz allgemeinen, geraden Kegel 
kennt man die Höhe /*, den Inhalt G der Grundfläche und ihren Trag-' 
heitshalbmesser q. Mittelst einfacher Integration soll das auf die 
Höhenlinie bezügliche T bestimmt werden. 

Lösung. 

h 



Aufgabe 182. Die Gnmdfläche eines Kegels besteht aus vier Cy- 
cloidenflächenquadranten [von denen Fig. 1 8 (bei Nr. 153) einen 
darstellt] ; seine Höhe ist h. Die letzte Gleichung der vorhergehenden 
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Nummer soll verwendet werden , um das auf die E^gelachse bezogene T 
zu berechnen. 

Lösung. Der TrSgheitshalbmesser der Basis wurde unter 160 
ermittelt. Die Benutzung jenes Resultates liefert 

Aufgabe 183. Für das £11 ipso id sollen die auf die drei Achsen 
a^ hy c bezogenen Trägheitsmomente ermittelt werden und zwar 
I. durch dreifache Integration; 
II. durch einfache, indem man in unendlich dünne Schichten zer 

legt und das zu Nr. 159 gehörende Ergebniss benutzt. 
Lösung. 

L Te = e/*r I {oc^ + y^dxdydz, 



Nach Wegschaffung der elliptischen Grenzen führt diess auf 

Te = A «^ ««»f («* + «'*) = * (a*+ ?>*) -af- 

Daher 


Resultate selbstverständlich wie bei I. 

Aufgabe 184. Ein schiefabgeschnittenes, geradesPrisma 
hat als Grundfläche ein Rechteck AB CD, dessen Seiten AB = a und 
AD = 1) sind. Die drei Seitenkanten, welche in. AB und C stehen, 
besitzen die Längen r, Cj, c^; die vierte, hierdurch bestimmte, ist Cj. 
Sie sind sämmtlich ])ekannt. 

Das auf die Kante c bezogene Te wird gesucht. 



Lösung. 



c — cx c — cs 
ah a b '^ 

Tc = E r r C{x''+y^)dxdydz, 





oder auch 
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Tc = f f I r{a? + if)dxdyd, 



^ 0. 


her schliesslich 

jr 

Bei gleich langen Seitenkanten liefert diess das bekannte Resultat 

D. Trägheitsmomente für parallele Achsen. 

Aufgabe 185. I. Welche Beziehung besteht zwischen den auf 
eichgerichtete Drehachsen bezogenen Trägheitsmomenten 2^ und T^ 
ner ebenen Curve? 

n. Wie lautet diese Beziehung, wenn eine der Achsen durch den 
chwerpunkt der Linie geht? 

in. Wie folgt mittelst derselben aus dem unter Nr. 145 ent- 
ickelten Tg das daselbst angegebene T der Geraden? 

IV. In welchem Verhältnisse steht das auf eine Tangente bezogene 
rägheitsmoment Tt einer vollen Kreislinie zu demjenigen T^, wel- 
les f(ir einen zu dieser Berührenden parallelen Durchmesser gilt? 

Lösung. I. Man findet leicht 

Tj^^T+2kMri+k^M, 

obei h die gegenseitige Entfernung der beiden Drehachsen und rj der 
^stand des Schwerpunktes der Masse M von der ursprünglichen Achse, 
^0 von derjenigen , auf welche T bezogen ist. 

IL T^ = Tq + h^M, 

^U für T in diesem speciellen Falle lieber Tq geschrieben wird. 

III. T folgt aus T^ , wenn man in die vorige Gleichung 

h^^ c -\- \Lsmct 
führt. 

IV. Ti ist das Dreifache von Tj, wie sich aus dem unter Nr. 147 III 
reführten Resultate sofort ergiebt. 
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Aufgabe 186. In einer Ebene, deren Begrenzung man kennt, 
liegen zwei parallele Drehachsen , bezüglich welcher T und T^ die TrSg- 
heitsmomente sind. Der Zusammenhang zwischen den Letzteren wird 
gesucht. 

Lösung. Die Resultate lauten wie die unter I und 11 in der vor- 
hergehenden Nummer angegebenen. 

Aufgabe 187. I. Welche Trägheitsmomente Ta und Tß besitzt 
die Ellipsen fläche in Bezug auf Tangenten in den Endpunkten i 
und B ihrer grossen und ihrer kleinen Achse? 

II. Welche Ta und Tß hat — für Berührende in A und B (Fig. 18 
bei Nr. 153) — die Cycloidenfläche? 

Lösu ng. I. Mit Benutzung von Nr. 152 ergiebt sich sofort, dass 
Ta fünfmal so gross ist, wie das auf die kleine Ellipsenachse bezogene 
Trägheitsmoment; ebenso Tß das Fünffache von dem für die grosse 
Achse geltenden. 

IL Die zu Nr. 153 gehörende Lösung liefert 

T^ = ^(487c2-35)a2Jlf 
und 

Tß^ ^-i €?M. 

Aufgabe 188. Wie 186, doch für den Körper. 

Lösung. Nimmt man die ursprüngliche der beiden Drehachsen 
(nämlich diejenige, auf welche T bezogen ist) als jßf- Achse eines recht- 
winkligen Systems und legt die a;^- Ebene desselben derartig, dass sie 
die andere vorgeschriebene Drehachse in sich enthält, so ergiebt sich 
ohne alle Mühe 

T^ = T-2kM^ + k^M. 

Dabei bedeutet ^ die Abscisse des Schwerpunktes. 

Geht durch den Letzteren die eine der beiden Drehachsen , so wir^l 

T^ = Tq + k^M, 

wie bei Nr. 185 II und 186. 

Diese Gleichung gilt auch dann noch , wenn die erste Achse zwar 
nicht durch den Schwerpunkt läuft, letzterer aber in derjenigen Ebeß^ 
sich befindet, welche senkrecht zur gemeinschaftlichen Normale der 
beiden Drehachsen so liegt, dass sie die ursprüngliche in sich enthält- 

Aufgabe 189. I. Es soll (mit Benutzung von Nr. 183) das Träg- 
heitsmoment T^ eines aus den Halbachsen a , h und c constTuirten El' 
lipsoids für eine Drehachse bestimmt werden, welche durch ein®^ 
der Scheitel geht und der c- Achse gleichgerichtet liegt. 
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I. Desgleichen (unter Verwendung von Nr. 168 und Fig. 21) für 

durch Rotation eines Rhombus entstandenen Ring- (Seh wung- 

mit Rhombusquerschnitt) in Bezug auf eine durch die 

ste Ringkante gehende Drehachse, welche der geometrischen 

desselben paraUel ist. 

j ö s u n g. I. Geht die Drehachse durch einen der beiden a - Scheitel, 

man 

Ti = |(6a2 + &2)JIf; 

de hingegen durch einen der 6 -Scheitel, so ist 

I. Für das Schwungrad ergiebt sich 

Ti = i (3&2 + 46c + A<?) M. 

Aufgabe 190. Ein schief abgeschnittenes , gerades 
m a hat ein Quadrat mit der Seitenlänge a als Grundfläche. Zwei 
egentiber liegende seiner Seitenkanten haben beide die Länge c^ , 
ideren die Längen c und Cg. 

tfit Benutzung der Lösung von Nr. 184 soll das Trägheitsmoment 
Körpers für eine Drehachse berechnet werden , welche den Seiten- 
Q parallel ist und durch den Schwerpunkt geht. 
Jösung. Nach Nr. 91 des ersten Theiles ist die Schwerpunkts 
)ekannt. 
Schliesslich ergiebt sich 



luch, weil die Masse 



^1 



Aufgabe 191. Von einem allgemeinen Kegel, oder einer 
3m einen Pyramide, für welche die Gerade OMy die die 
j mit dem Grund flächenschwerpunkte M verbindet , die Länge a 
kennt man das Trägheitsmoment T in Bezug auf eine durch 
Qein gehende Achse DD. Es soll ermittelt werden 
I. welchen Werth T^ es für eine andere Drehachse D^D^ besitzt, 
die in dem auf 0-3f gemessenen Abstände h von der Spitze die 
Gerade OM unter dem Winkel a schneidet und parallel zu 
DD liegt; 
IL wie gross Tj ist, für fe = | a. 

hrmann, Aufgaben a. d. aual. Mechanik. II. 1^ 
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Lösung. I . Man findet leicbt 

Ti = T - ^ 6 (Sa- 26) M sinket. 

II. Diess wird ftir fe = |^ a zu 

wie es sein muss, weil dann die Achse, auf welche T^ bezogen ist, 
den Schwerpunkt in sich enthält. 

Aufgabe 192. Ein gerader Cylinder besitzt die Höhe 2h 
und als Basis eine Cycloidenfläche, von welcher AGB (Fig. 18 
bei Nr. 153) einer der vier congruenten Quadranten ist. 

Man soll, durch Anwendung des für parallele Drehachsen gelten- 
den Satzes (Lösung zu 1 88) und mit Benutzung der unter Nr. 153 aa- 
gegebenen Resultate , sein Trägheitsmoment bestimmen 

I. für eine Achse U U^ , welche durch den Schwerpunkt geht und 

dem längsten Durchmesser J. J.^ der Basis gleichgerichtet liegt; 

IL für eine andere VV^^y ebenfalls durch den Massenmittelpunkt 

laufende, die dem kürzesten Grundflächendnrchmesser J9^^ 

parallel ist. 

Lösung. Wir beziehen den Cylinder auf ein Coordinatensystem, 
dessen ic- Achse mit AÄ^^ , dessen y - Achse mit BB^ und dessen ^sr- Achse 
mit der geometrischen des Körpers zusammenfällt. Hierauf zerlegen 
wir ihn in Schichten, welche die Dicke dis: haben und der Grundfläche 
parallel sind. Dann ergiebt sich leicht 

und 

T^=^ 71 ea^ \{12k^ - 35) a^ + 12h^\ h, 

in welchen Gleichungen noch 

M= I27if a^h 
eingeführt werden kann. 

Aufgabe 193. Das Trägheitsmoment T einer Kreisfläche, die 
den Radius a hat, soll für eine Drehachse AA berechnet werden, welche 
durch das Centrum geht und mit der Fläche den Neigungswinkel ß 
bildet. Die Ermittelung von T soU erfolgen , indem man sich den Kreiö 
in unendlich schmale Streifen zerlegt denkt , für einen derselben da^ 
Trägheitsmoment in Bezug auf eine Achse A^ A^ bestimmt, welche pö»- 
rallel zu AA durch seinen Schwerpunkt geht, sodann auf -4-4. übei*- 
trägt (nach Nr. 188) und schliesslich alle diese Momente summi^^ 
(integrirt). 
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jösung. Unter Benutzung von Nr. 145 II und bei Verwendung 
in der Ebene des E[reises liegenden rechtwinkligen Coordinaten- 
QS XOY, dessen Abscissenachse die Projection von ÄÄ ist, 
it man leicht zu 

y = a 



T=2 l\l-x^sm^ß + y^)dM 



y = o 

amit zuletzt auf 

T = 1 71 d f a^l + sin^ß) = {a^ (1 + sin^ß) M, 

ssen Herleitung die Einführung von Polarcoofdinaten sich empfiehlt, 
^^ür j3 = 90^ gehen diese Gleichungen über in die sehr bekannte 

Aufgabe 194. Man soll, unter Anwendung des für parallele Dreh- 
Q geltenden Satzes (Nr. 188) und mit Benutzung des in der vor- 
henden Lösung angegebenen Resultates , das Trägheitsmoment T 
geraden Kreiscylinders (Durchmesser 2 a , Höhe h) für eine 
U Uy berechnen , welche durch seinen Schwerpunkt geht und mit 
asis den Neigungswinkel ß einschliesst. 

Lösung. Auf dem in den vorigen Lösungen gezeigten Wege er- 
sieh 

T=^^ j3a2 (1 + sin^ß) + h^cos^ß\ M, 

ür ^ = 0^ und 90^ die für den Cy linder allgemein bekannten For- 
liefert. 

Aufgabe 195. Ein schiefer Kreiscylinder ' hat den Basis- 

5 a y die Achsönlänge L und ist unter dem Winkel ß gegen seine 

Ifläche geneigt. Welchen Werth besitzt das für seine Achse gel- 

T? 

!jösung. Das unter 193 angegebene Resultat verwendend, hat 

logleich 

T = \a^{l+sin^ß)3I, 

M= nta^Lsina 

lufgabe 196. Wie 195, doch für den schiefen Kreiskegel; a, L 
wie dort. 
Liösung. Auch hier die Lösung von Nr. 193 benutzend erhält 

T=^^7tf{l+ sin^ß) sinßa^L = ^\ (1 + sin^ß) a^M. 

11* 
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E. Trägheitsmomente für gegen einander geneigte 

Achsen. 

Aufgabe 197. Auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem ist ein 
allgemeiner Körper bezogen. Das Trägheitsmoment T desselben 
soll für eine Achse OA berechnet werden, welche mit denen der rc, y 
und z die Winkel a , |3 , y biklet und durch den Coordinatenanfang 
geht. 

Lösung. Zunächst ist 

wenn mit p der senkrechte Abstand von OÄ für das an der Stelle xysp^ 
liegende Element bezeichnet wird. 

Drückt man p durch x^y^z^ct^ß^y aus und benutzt die Al> — 
ktirzungen 

A^JJJi^/' + z^dxdydz, 
B^fff{!x? + z^)dxdydz, 
C^fff{a? + y^)dxdydz, 
B =i JJJyzdxdydz^ 
E = fff(X)z dx dy dz^ 

F = JJJocy dx dy dz^ 

so entsteht 

T= f \Aco^cL + Bcos^ß'\' Ccos^Y'-2Dcosßcosy 

— 2Ecosacosy — 2Fcosacosß\. 

Hierbei sind, nach dem in der „Erklärung zu Capitel IV" Gr^- 
sagten , die mit s multiplicirten Integrale A , B und C die auf die djr^i 
Coordinatenachsen bezogenen Trägheitsmomente. Diess lehrt auch di^ 
letzte Gleichung , wenn man in derselben einen der drei Winkel glei^^ 
Null setzt, wobei die beiden anderen zu 90^ werden. 

Aufgabe 198. Es soll mit Benutzung der vorhergehenden LösaO^ 
das Trägheitsmoment des Ellipsoids berechnet werden 

I. für eine Drehachse , welche durch den Schwerpunkt geht un^ 

mit den Halbachsen a, &, c die Winkel cc, ß, y bildet; 
II. für eine solche, die ebenso geneigt ist, jedoch um k vQ^** 
Massenmittelpunkte absteht. 
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Lösung. I. Die Integrale A^ B^ C sind nach Nr. 183 bekannt; 
D, E und F ergeben sich zu Null. Daher resultirt 

n. Femer (nach 188) 

Tt = T„ + h^ M. 

Aufgabe 199. Mit den Kantenlängen OU=a, 7= h , W= c 
isteine bei durchaus rechtwinklige, dreiseitige Pyramide 
construirt worden. Gesucht wird ihr T in Bezug auf eine Drehachse, 
welche mit den genannten Kanten die Winkel a, ß^ y einschliesst und 
die Spitze in sich enthält. 

Lösung. Nach Nr. 179 kennt man die drei ersten Glieder der 
liier geltenden letzten Gleichung von 197. Ferner ergiebt sich 

Daher ist , 

T^^-\{b^ + c^) cos^ cc+{a^ + c^) cos^ ß + {a^ + h^) co^ y 

— hccosß cosy — accosa cosy — ah cosa cosß\M^ 

was für « = , oder j? = 0, oder y — wieder die nach 179 bekannten 
einfachen Formeln liefert. 

Aufgabe 200. Welches T entsteht, wenn das bei der Lösung 
von Nr. 197 gefundene Eesultat auf den allgemeinen Umdreh- 
^^gskörper angewendet wird , welcher in 167 näher beschrieben und 
^^ ^ig. 20 skizzirt wurde? 

Lösung. Das Integral J. ist nach Nr. 167 bekannt; B und C 
^ind es durch 172 ; 2) , JE7 und F verschwinden. Mithin wird 

Xi Xi 

^^ {n scos^aJ(jß^^-yQ^)dx + n6Sin^aJ {a;2+i(2/i^+%^)! (2/i^-%^) dx 

Xo ^0 

^^er auch 

Xi Xi 

• ^^{nBi^ — sin^a) I {yi" — y^i^)dx+ nssin^cc j x^{y^ — y^)dx, 

Xq Xq 

^^ welchem Ausdrucke man sin^ß + sinPy für 2 — 5m^a setzen kann. 

Aufgabe 20L Das unter Nr. 200 Ermittelte soll benutzt wer- 
^ön, um für einen geraden Kreiskegel (Höhe Ä, Basisradius c) das 
"I*i:ägheitsmoment T^ bezogen auf eine Achse zu berechnen , welche im 
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Abstände h von der Spitze (nach der Grundfläche hin) die geometrii 
. Achse unter dem Winkel a schneidet. 

Lösung. Mit Verwendung des unter Nr. 191 Gefundenen kor 
man auf 

Tj = ^ J6c2 - (3c2 - 12ä2 + 30bh - 20b^ sln^a\ M, 

was den Einfluss der Grössen a , & , c und h sofort erkennen lässt. 



IL Trägheitsmomente ungleiohformig dlohter Körper. 

Aufgabe 202. Ein gerader Kreiskegel, dessen Basisradi 
und dessen Höhe c ist , ändert seine Dichtigkeit s proportional dem 
stände von der Grundfläche. Für die Einheit des Letzteren i 
gleich k. 

Man soll das auf die geometrische Achse bezogene T und dag 
gehörige q durch dreifache Integration bestimmen. 

Lösung. Unter Benutzung gemischter (cylindrischer) Coordin 
ergiebt sich zunächst 

- —{a—r) 

2n a a ^ ^ 



T=-k I dd I r^dr I zd. 



z 



und hieraus 

Da man nun für die Masse 

M^^X^nka^c^ 
findet, so ist 

Q = iaj/ö=aj/}, 

Aufgabe 203. Wie Nr. 202, doch sollen T und g nicht u 
Verwendung von Massenelementen mit drei unendlich kleinen Dir 
sionen hergeleitet werden , sondern indem man sich den Kegel in s( 
benförmige, parallel zur Basis liegende, Elemente zerlegt denkt, Nr. 
auf eines derselben anwendet und die Trägheitsmomente aller di 
Scheiben summirt. 

Lösung. Das T für eines der genannten Massenelemente, 
ches in der Höhe z liegt und den Halbmesser x besitzt , ergiebt sie! 
^ Tikxl^zdz. Man hat also für den ganzen Kegel 
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c 

x^z dz, 




Nun folgt das bei 202 Angegebene, nur muss jetzt M auch aus 
Scheiben zusammengesetzt werden. 

Aufgabe 204. Wie Nr. 184, doch ist die Dichtigkeit b veränder- 
lich und zwar soll Te berechnet werden 

I. unter der Voraussetzung , dass b sich umgekehrt proportional 
dem Quadrate des Abstandes r vom der Kante c ändert und für 
die Einheit dieser Entfernung gleich k ist; 
IL unter der, dass das Dichtigkeitsgesetz ausgedrückt wird durch 



die Gleichung 



III. unter der, dass 



_ kx 



ky 



es darstellt , wobei x und y die senkrechten Abstände von den 
Ebenen cCj, bezüglich ct'j, sind. 
Lösung. 

L Te ^= \k ah {c^ + c-^ = \kah (c + c^). 

IL Tc = 3^ kan (3c3 + ic^-c)=^-^ kaH (Bc^ + c^ + 2c>. 

m. Tc = ^j kah^ (4^3 + 3q — c)=:-^ kaW (4 Cg - q + 3c). 

Aufgabe 205. Die Dichtigkeit b einer massiven Kugel ändert 
sich nach concentrischen Schalen derartig , dass sie immer proportional 
^6m Quadrate des Abstandes r vom Mittelpunkte ist und für die Ein- 
heit von.r den Werth k hat. Der Kugelhalbmesser ist a. Das auf einen 
Durchmesser bezogene T und das zugehörige q werden gesucht. 

Lösung. Bei Verwendung polarer Coordinaten findet man leicht 

T=^7tka\ 
*'®nier für die Masse 



dabei 






Capitel V. 



Aufgaben fiber die Drehung um eine feste Achse. 



Erklärung. Bei der Drehung eines starren Maasensystems oder 
Körpers um eine feste Achse gelten bekanntlich die Beziehungen 

dB 
dt' 

« 

Qa dw 

's'~di' 



») 



2) 



W = 



für deren letzte auch 
3) 

oder 

4) 



Qa 

S 






Qa dw 

-s-^'^dd 



geschrieben werden kann. 

In denselben bedeutet w die Winkelgeschwindigkeit , den Dreh- 
winkel , t die Zeit , Q diejenige Kraft , welche am Hebelarme a drehend 
auf das System wirkt, S das Trägheitsmoment des letzteren. 

Die vier Gleichungen sind den bei der geradlinigen Bewegung 
(siehe „Erklärung" zu Capitel I) angeführten ganz entsprechend und 
lassen sich ebenso wie diese verwenden. 

Der Druck, den die Drehachse erleidet, wird bestimmt, indem 
man die von der festen Verbindung mit derselben herrührenden Wider- 
stände durch Kräfte ersetzt und sodann alle wirkenden Kräfte in Com- 
ponenten zerlegt parallel zu der x - und y - Achse eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems , dessen ;8f- Achse mit der Drehachse zusammenföUt» 
Es führt nachher die Anwendung der für freie Bewegimg geltenden 
Gesetze (Cap. I) zur Auffindung des Druckes. (Siehe die Aufgaben 
J^r. 223 bis 231 unter E,) 
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A. Gegeben eine Beziehung zwischen der drehenden 
Kraft jß und der Zeit i\ einschliesslich: Q constant. 



Fig. 23. 




z 



Aufgabe 206. Ein kreisrunder King (Schwungrad), dessen 
Dimensionen und dessen Querschnitt die nebenstehende Figur angiebt, 
dreht sich um eine Achse ZZ, Er beginnt 
seine Bewegung mit der Anfangswinkel- 
geschwindigkeit c. Es wirkt auf ihn nichts 
weiter als ein unveränderlicher Widerstand, 
welcher einer Kraft Je gleichkommt , die am 
Hebelarme h der Bewegung tangential ent- 
gegengesetzt thätig ist. 

Man soll berechnen , wie gross Winkel- 
geschwindigkeit w und Drehwinkel zur 
Zeit t sind, um welche Zeit T der Ring 
stehen bleibt und welches die Gesammt- 
drehu'ng & ist. 

Lösung. Es sei zur Abkürzung 



Z 



8 



also (nach Nr. 169 II) 
A = 



60 kh 



7t6a^\16a{2a^+lbh')+\5nh(;da^ + 4b^-)\' 

Ferner mögen t und vom Beginne der Bewegung an gezählt 
werden, was offenbar das Natürlichste ist. 
Die Resultate lauten dann 



= 



2A' 



Aufgabe 207. Mit einer verticalen Achse ist durch eine starre, 
gewichtlose Gerade eine massive Kugel verbunden, welche um c mit 
ihrem Centrum absteht und den Halbmesser a « c) hat. Tangential 
zu dem mit c beschriebenen Kreise ist eine Kraft thätig, welche durch 
das Gewicht einer Wassermenge erzeugt wird, die sich durch Zufluss 
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regelmässig (der Zeit proportional) vermehrt, anfänglich Null ist unA^ 
für t gleich 1 das Gewicht k besitzt. Andere Kräfte wirken nicht; des — 
gleichen keine Widerstände. 

Berechnet soll werden , welche Winkelgeschwindigkeit w die Kug^"^ 
zur Zeit t hat und wie gross der Drehwinkel ö in diesem Augenblicke^ 
ist — wenn anfänglich keine Geschwindigkeit da war und wenn die Zem.^ 
vom Anfaiigs zustande aus gezählt wird. 

Lösung. Es ergiebt sich 

und 

= 1^^. 

kc 
Hierbei ist Ä die Abkürzung für 



S 



mithin (nach Nr. 176) 



Ä = 



bkc 



{20^ + b(?)M' 

Die für w und gefundenen Gleichungen sprechen sehr einfa&lcie 
Sätze aus. 



B. Gegeben eine Beziehung zwischen der Kraft i^ 

und dem Drehwinkel 0. 



Fig. 24. 



Aufgabe 208. Um eine horizontale Achse dreht sich ein 
allgemeiner Kör per nur in Folge seiner Schwere und ohne Wid^^*^" 
stände. Massenmittelpunkt und Drehachse liegen um a (Fig. 24) 

einander. Der Körper besitzt die Masse 
Die Bewegung beginnt mit dem Anfangsa'd-ö- 
schlagwinkel 0o und der Anfangswinkelg"^ ' 
schwindigkeit w^y 

I. Welche Winkelgeschwindigkeit w la^' ■• 
dieses materielle Pendel für den Ausschlö»^' 
Winkel a = 0^ — und mit welcher {w^ gel». * 
es , falls die Bewegung vom Ruhezustände »t*-^ 
beginnt, durch die verticale Lage? 

II. Welche Länge l muss ein mathera^' 
• tisches Pendel erhalten, wenn es eben so schnö^^ 

schwingen soll, wie jenes physische? 
III. Für welchen gegenseitigen Abstand (a) des Schwerpunktes ^ 
und der Drehachse schwingt der Körper am schnellsten , und wie gross 
ist die zugehörige Länge l des mathematischen Pendels ? 




hier 
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Lösung. I. Die Differentialgleichung der Drehbewegung lautet 

dw aqMsina 



dd S 

aas ihr folgt 



— ^ — (cos ce — cos ö^j) + w^ 
und für den genannten besonderen Fall 

II. Mit Beachtung des Umstandes , dass 



V = j/2gl {cos et — cos Oq) 

<iie Geschwindigkeit desjenigen mathematischen Pendels darstellt, wel- 
ches die Länge l besitzt , folgt dann , dass dieses l gleich sein muss dem 
Trägheitsmomente des materiellen Pendels, dividirt durch dessen sta- 
wsches Moment , wenn die Schwingungen gleich schnell erfolgen sollen. 

IIL Die Schwingungszeit des physischen Pendels ist dann am kür- 
zesten, wenn der Abstand zwischen Drehachse und Schwerpunkt dem- 

m 

jenigen Trägheitshalbmesser k gleichkommt, welcher sich auf eine Ge- 
*"9^e bezieht, die, zur Drehachse parallel, durch den Massenmittel- 
punkt geht. 

Das zugehörige mathematische Pendel hat die Länge 

l = 2^'. 

Aufgabe 209. Ein massiver Kegel (Basishalbmesser ft, 
^Öhe h) schwingt um seine Spitze. 

I. Wo liegt sein Schwingungsmittelpunkt ? 

II. Wie lässt sich dessen Lage construiren? 

in. Welche Länge muss h haben , wenn h = ^h ist und der Kegel 
P**o Sekunde entweder 

1) einen Pendelschlag, oder 

2) einen Hin- und Hergang machen soll? 

Lösung. I. Bei Verwendung von Nr. 208 II und 174 erhält mau 

&M-4A2 
^ bh~ 

^Is Entfernung des Schwingungsmittelpunktes von der Spitze. 
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IL Schreibt man diess in der Form 



'=H*+*D' 



ao ist die Constructionsweise unmittelbar einleuchtend. 

III. Süll pro Sekunde ein Pendelachlag erfolgen , so muss 1 1 

1771^ 

seiu ; das ist (für ti = 3, 14 und ^ = 9,8 1 '") 

h= 1,167"', 

während bekanntlich die Länge des mathematischen Sekundenpendels 
0,1)94'" beträgt. 

Hingegen hat man 

h = 0,292- 

zu nehmen, wenn der Kegel in der Sekunde einen Hin- und Hergang 
ausführen soll. 

Aufgabe 210. Das bekannte Metronom (Fig. 25) besteht aus 

einem prismatischen Stabe, auf welchem ein Laufgewicht verschiebbar ist 

und der an seinem unteren Ende mit einer Kugel in fester Ver- 

ü lg. 10. ijindmig steht. Er schwingt um einen Punkt (eine Schneide) 0, 

Es sei nun f der Querschnitt des Stabes , Q sein Gewicht, 
h die Entfernung dös Drehpunktes vom oberen Stabende, 
\^P P das Gewicht der Kugel, k ihr Halbmesser, a + ^ die Ent- 
fernung ihres Centrums von 0, endlich /* die des laufenden 
^ Gewichtes p (welches als materieller Punkt gelten möge) eben- 
falls von 0. 

Gesucht werden 
I. die Länge l desjenigen mathematischen Pendels , wel- 
ches dieselben Schwingungen macht; 
II. derjenige Laufgewichtabstand h , bei welchem der 
Appai-at in der Minute n Oscillationen vollbringt. 
Lösung. I. Nr. 208 II führt auf 

_ p\{a + JcY + ^k']+ph^ + ^Q{a^^ah + h^) 
I>{a + k)-ph-^Q{h-a) 

bei dessen Herleitung das Resultat von 176 Anwendung findet. 

II. Der gesuchte Laufgewichtabstand h ist durch die quadratisch^ 
Gleichung 



U 
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-stimmt. 

Aufgabe 21L Ein allgemeinerKörper, welcher anfänglich 
ie Winkelgeschwindigkeit c besessen hat, dreht sich um eine feste 
^chse, indem er dabei nur dem Einflüsse gewisser Widerstände unter- 
legt", die sich zu einer am Hebelanne a wirkenden Kraft zusammen- 
etzen, welche dem durchlaufenen Drehwinkel proportional ist und 
Ir die Einheit desselben den Werth k hat. 

Man soll berechnen: 

I. welche Winkelgeschwindigkeit w der Körper besitzt, nachdem 

von ihm der Winkel durchlaufen ist; 
n. wie viel die gesammtc Drehung beträgt; 
m. zu welcher Zeit t er ein vorgeschriebenes zurückgelegt hat ; 
IV. in welchem Augenblicke T er stehen bleibt; 
V. wie gross Drehwinkel und Winkelgeschwindigkeit w zur 

Zeit t sind; 
VI. wie die unter I bis V gefundenen Resultate lauten, wenn der 
sich drehende Körper ein Ring (Schwungrad) ist, erzeugt 
durch Rotation eines Rhombus, dessen Diagonalen A C= 2 g, 
BD = 2p sind und dessen Mittelpunkt von der zu ^(7 paral- 
lelen Drehachse um d absteht; 
VII. wie sie lauten, wenn statt jenes Ringes eine an der Spitze 
durchaus rechtwinklige, dreiseitige Pyramide vor- 
liegt, deren Seitenkanten die Längen k^^ A^g, k^ haben und 
welche sich um eine dieser drei Kanten dreht. 

Lösung. Es ergeben sich folgende, meist sehr einfache Sätze 

/ak 
jsprechende Resultate, in denen h die Abkürzung für 7/ -^ ist: 



I) 


w — y<? ¥%"-; 


11) 


«=f 


Gesammtdrehung ; 




III) 


t — -r arcsm 1 — 
h \c 


IV) 


2h' 
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V) 



h 
w =ccosht. 



VT. Ist der sich drehende Körper der vorgeschriebene Bing, 
hat man (nach Nr. 168) 



=/; 



2ak 



VII. ist er hingegen die genannte Pyramide, so gilt (nach Nr. 179) 
für die Drehung um die Kante ä^ : 



6 = // io«*_. 



für die um /r^ : 



endlich für die um h^ 






10 gÄ:" 



\Q)ah 



Diese Werthe von h sind in die unter I bis V angegebenen Glei- 
chungen einzuführen. 

Aufgabe 212. Ein stabförmiger Körper B^B^ (Fig. 26) ist 
durch zwei Fäden A^B^ und A^^B^^ deren jeder die Länge a hat, mit 

den festen Punkten A^ und 



Fig. 26. 



A 



D 



\ 

i\ 
w 

W 



'Ji' 



'*---::: 



// 



II 

I I 

I l 



A^ verbunden. (Bifilare 
Aufhängung.) P ist sein 
Gewicht, S sein Trägheits- 
moment in Bezug auf die 
Achse ÖJ), Der Schwer- 
punkt liegt in C; CB^ ist 
gleich 6j, GB^ gleich \. 

Der Körper wird aus der 
ursprünglichen Lage B^B^ 
in die andere B\B^^ ge- 
bracht , welche aber von der 
ersten so wenig abweicht, dass für die Winkel B^ CB"^ = a, B^A^B^^=^ß^, 
.02-^2-^2 "^ ft ^^^ Bogen mit dem Sinus verwechselt werden darf. 

. Bezeichnet man für irgend eine Stellung Q^ Q^ des schwingenden 
Stabes B^CQ^ mit 0, B^A^Q^^ mit f^, B2A2Q2 init fgj so ist 



C 






^; 



ö. 
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f , = — und fo = — 0. 

er sind die in ^j und Q2 herrschenden Fädenspannungen P^ 
jicht angebbar; desgleichen die tangential zurücktreibenden 
und i^g. 

soll nun (mit Vernachlässigung der Widerstände) berechnen, 
der Ausschlagwinkel zur Zeit t ist , welche Winkelgeschwin- 
in diesem Augenblicke herrscht, welche Dauer T eine volle 
Herschwingung hat und wie sich diese Zeit T zu derjenigen T^ 
iie dem Körper dann eigen sein würde, wenn er pendelför- 
ehangen wäre. 

ung. Für die Spannungen findet man 



ngential zurücktreibenden Kräfte 

Rj^ = P^ sin f ^ , iig = Pg ^^^ ^2 
diess durch 

^1 ^^^ -^1 ^1 ? ^2 ^^ -^2 ^2 

Differentialgleichung der Drehbewegung ergiebt sich 

cPd h.KP 



'l''2 



df' aS 

i zur Abkürzung 



0. 



/ 






liefert die Integration dieser Gleichung zunächst 
d^=Asinkt'^r^cosJct, 

w = Tc{B sinkt — A coskt) ; 

littelung der Werthe der Constanten Ä und B aber die sehr 
Bewegungsgesetze 

d = acos kt 

w= kcc sinkt. 
Alles von da an gezählt, wo der Stab die Lage B^^B^^ ^^^* 
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Hiemtich wird 6 zu « für f = , -r— , -:;— , . . . : die Daner eine^^i^ 



Hin- und Herganges ist also 



T = 



27t 

k 



Bezeichnet h für den pendelförmig aufgehangenen Körper den At> - 
stand des Schwerpunktes von der Drehachse, so gilt (wie ans Nr. 208 LT 
gefolgert werden kann) die Beziehung 






Fig. 27. 



es ist daher T = T., wenn h zu -^^-^ wird. 

^ a 

Aufgabe 213. Um eine in A (Fig. 27) senkrecht zur Bildebene 
stehende Achse dreht sich ein sehr dünner, aber unbiegsamer Stab 

J?J5^, welcher an dem einen Ende B 
eine kleine Kugel trägt. Er ist 
so balancirt, dass er sich in der (hori- 
zontal zu denkenden) Bildfläche be- 
wegt. Der stabformige Theil des Ap- 
parates übt keinen Einfluss auf die 
Drehung aus; letztere entstellt viel- 
mehr nur dadurch , dass das Kugel- 
centrum B nach einem festen Punkte 
C (der in der Bildebene liegt) pro- 
portional der Kugelmasse M und um- 
gekehrt proportional dem Abstände 
B C angezogen wird. CA ist gleich f , 
BA gleich a. 

Der allgemeine Werth der Winkel- 
C geschwindigkeit w des Apparates soll 

als Function des Ausschlagwinkels 
€ = CAB berechnet werden und zwai' unter der Voraussetzung, dass 
die Kugel anfiinglich in Ruhe unter dem Winkel et = CAD gestan- 
den habe. 

Lösung. Die DiiFerentialgleichung der Drehbewegimg ergiebt 

sich zu 

ch^ sine 




K 



wdw = 



a ' 2accosB—'ä^ — <? 



ds. 
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Dabei ist Tc^ dicjeuige Anziehung, welche C auf die Masse 1 in der 

Entfernung l ausübt. Ferner hat man die Kugel so klein vorausgesetzt, 

^ass ihre Masse im Mittelpunkte vereinigt gedacht werden darf, ihr 

Trägheitsmoment S also gleich (i'M ist. [Wäre die Kugel hingegen 

^össer und r ihr Halbmesser, so müsste, nach Nr. 176, \ (5a^+2r^) M 

fiir S genommen werden.] 

Aus obiger Gleichung folgt als Gesetz für die Winkelgeschwir- 

digkeit 

Ic -m/ ^ a^ + (^ — ^ac cos€t 

das ist so viel wie 



-i/'' 



tv=- ,/ 21^. 



Hieraus erhellt sogleich die Natur der Bewegung. 

Empfohlen sei es, diese Aufgabe auch als ein „Rollen auf vorge- 
schriebener Bahn" zu lösen. Es gewährt diess eine Einsicht in den 
Zusammenhang zwischen denjenigen Gleichungen, die einerseits bei 
Bewegungen auf festen Bahnen (Capitel III) imd andererseits bei Dreh- 
bewegungen gelten. 

Aufgabe 214. Wie Nr. 213, doch mit folgenden Abweichungen: 

Der Theil ÄB^ des Apparates fehlt. Die Schwingungen erfolgen 

um eine in Ä befindliche horizontale Achse in einer Verticalebene ; es 

soll daher die Wirkung des Kugelgewichtes mit in Rechnung gezogen 

werden. 

Das Centrum C der Anziehung liegt senkrecht unter Ä, 

Lösung. Wird die Kugel wieder so klein vorausgesetzt, dass 
ihre Masse im Mittelpunkte concentrirt angenommen werden darf, 
so ist 



7/2<7 



[cos B — C0SCC)+ — 1 -^— — 



oder 



W = 1/ -2 [Cig [cos S — COS ccj + k^l 



j ^ V ^ ' CB 

das Gesetz für die Winkelgeschwindigkeit. 

Aufgabe 215. Ein ganz allgemeiner Körper ^JP(Fig. 28), 
dessen Trägheitsmoment S man kennt , ist um eine horizontal stehende 
Achse D drehbar. Auf denselben wirkt nichts weiter als senkrecht 
nach unten eine Kraft B , welche direct proportional ist der Masse M, 

ITnlirmaun, Aufgaben a. d. anal. Mechanik. IL 12 
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Fig. 28. 



hingegen umgekehrt proportional dem 
Quadrate des Abstandes u des Schwer- 
punktes C von der Horizontalebene -45. 
Ihr Angriffspunkt ist C und steht um a 
von D ab. Für J!f gleich 1 und u gleich 
1 besitzt R die Intensität k. 

Anfänglich befindet sich der Körper 
in Ruhe und liegt derartig gegen AB, 
dass die Verbindungsgerade der Punkte 
D und C den Winkel cf mit der Senk- 
rechten DG bildet. Die Länge der 
Letzteren ist h. 

Berechnet soll werden , welche Winkelgeschwindigkeit w für den 
Ausschlag £ = 6r2>(7 herrscht. 

Lösung. Man findet 




1 



1 



;. 



r S \b — acoss h — acos 

wobei die geometrische Bedeutung der Nenner der Brüche beachtet 
werden möge. 

Aufgabe 216. Die Kraft B (Fig. 28) soll wieder proportional der 
Masse sein, hingegen umgekehrt proportional der dritten Potenz des 
Abstandes u. Ausserdem möge die Schwere des Körpers mit in die 
Eechnung gezogen werden ; alles Uebrige aber sei wie bei der vorigen 
Aufgabe. 

Zu berechnen sind 
I. die Winkelgeschwindigkeit w als Function des Ausschlages 

£ = aBG; 

II. diejenige (w,) , mit welcher die Senkrechte B G speciell dann 
durchlaufen wird , wenn h das Dox^pelte des Abstandes zwischen 
Drehachse und Schwerpunkt ist, und wenn der Körper sich 
anfänglich in horizontaler Lage befand. 

Lösung. Es ergiebt sich 

2aitf| nr 1 

S \2alil-acoszf 
und 



V2 + 9 {cose — cosct) 



W{'^=^ 



8 



te+^)- 
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C. Gegeben eine Beziehung zwischen der drehenden 
Kraft Q und der Winkelgeschwindigkeit w, 

Aufgabe 217. Ein aus deu Halbachsen a , "b und c construirtes 
Ellipsoid hat einen Stoss erhalten, welchem zu Folge es sich mit 
der Anfangs Winkelgeschwindigkeit y um seine c- Achse dreht. Die 
Widerstände der Bewegung geben zusammen eine am Ende der Halb- 
achse ß tangential wirkende Resultante TF, welche mit der Winkelge- 
schwindigkeit w in gleichem Verhältnisse wächst und für die Einheit 
der letzteren den Werth h hat. 

Man soll ermitteln 
I. wie gross w zur Zeit t ist ; 

II. welcher Drehwinkel 9 in ^ Zeiteinheiten durchlaufen wird ; 
ni. was aus den erhaltenen Formeln für w und folgt. 

Lösung. Bei Benutzung der Abkürzung 

ah 





" 8 


lauten die Resultate : 


. 


L 


w ^ye~"^ 


und 


1 


11. 


''(i e- 

a 



wobei (nach Nr. 183) das Trägheitsmoment 

ist. 

III. Die für w gefundene Gleichung lehrt, dass die Winkelge- 
schwindigkeit zwar immer abnimmt , jedoch erst nach unendlich langer 
Zeit zu Null wird. 

Aus dem Werthe von folgt , dass der Drehwinkel sich mehr und 

y 

mehr der Grenze — nähert. 

o 

Zwischen w und besteht die einfache Beziehung 

w = y — clQ. 

Aufgabe 218. Mit einer starren, verticalen Drehachse OZ sind 
drei materielle Punkte P^, Pg, Pg, welche die Massen tw^, tWg, »Wg 
haben, in fester Verbindung durch die unveränderlichen Geraden 

12* 
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rj , rg , 1*3. In einer Ebene , welche (ebenso wie r^ , rg , r^ senkrecht zu 
OZ steht, wirkt eine KjcüÜ, A tangential zu einem mit a um die Dreh- 
achse construirten Kreise. Diese Kraft ist constant , es stellen sich je- 
doch der Bewegung Widerstände entgegen , die proportional dem Qua- 
drate der Winkelgeschwindigkeit w zunehmen , so dass die Drehung 
durch 

erfolgt. Sie beginnt zur Zeit Null vom Ruhezustande aus. 

Gesucht werden die Winkelgeschwindigkeit w und der Drehwin- 
kel zur Zeit t. 

Lösung. Als Gesetz für die Winkelgeschwindigkeit erhält man : 

oder 

als solches für den Drehwinkel : 



Dabei if^t 



.,_ 1 e^l^ + c-^P' 

S = m^r^^ + Wgrg^ + m^r.^\ 

Den für w und gefundenen Werthen können leicht Folgerungen 
und Untersuchungen angeschlossen werden, welche den bei Nr. 32 
stehenden entsprechen. Es sei hiermit auf diese verwiesen. 

Aufgabe 219. Ein allgemein gestalteter Körper, dessen 
Trägheitsmoment S man kennt , dreht sich um eine Achse in Folge 
eines Stosses, den er zur Zeit Null erhielt und welcher ihm die Aji- 
fangswinkelgeschwindigkcit y ertheilte. 

Die Widerstände der Bewegung geben zusammen eine am Hebel- 
arme a wirkende Resultante Wy welche aus einem constanten Theile A 
und aus einem veränderlichen besteht , der dem Quadrate der Winkel- 
geschwindigkeit w so proportional ist, dass er für w = 1 die 
Stärke B hat. 
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Es soll berechnet werden 

I. wie gross w zur Zeit i ist ; 

n. welcher Drehwinkel bis zu diesem Augenblicke durchlaufen 
wird; 

IXI. welche Zeit T verstreicht , bis der Körper stehen bleibt ; 

IV. wie gross hierbei der Drehwinkel ist ; 

V. wie sich aus den füi* w und unter I. und II. gefundenen 
Ausdrücken die einfacheren herleiten lassen , welche dann gel- 
ten, wenn nur der constante erste Theil des Widerstandes 
wirkt ; 

VI. wie die unter I. bis V. gefundenen Resultate lauten , wenn der 
Körper ein gerader, hohler Kreiscylinder ist, der sich 
um seine geometrische Achse dreht , den äusseren Halbmesser a, 
den inneren & und die Höhe ^ a hat. 

Lösung. Setzt man zur Abkürzung 

A 



= a\ 



Aa 

so resultiii Folgendes : 

1 ay cosa ßt — sin cc ßt 

I. w == — . — • • 

a ' coscc ßt -{- ay sin aßt^ 

II. = -g-^ l {cos ccßt -{- aysinaßt)'^ 

III. T = —^ardan a y ; 

aß 

V. w=:y-ßt und = yt — }^ ßtl 

In Bezug auf die Herleitung dieser letzten Sätze möge IV. unter 
Nr. 33 verglichen werden. 

VI. Für den genannten Hohlcylinder ist 

8A 

diess wüi'de in die vorhergehenden Gleichungen einzuführen sein. 



182 Aufgaben über die Drebung um eine feste Acbse. " 



D. Gegeben eine Beziehung zwischen w und /, oder 
zwischen w und 0, oder endlich zwischen und /. 

Aufgabe 220. Aus deu Halbacbseu a und h ist eine elliptische 
Scheibe so dünn construirt worden, dass sie als Fläche gelten kann. 
Sie soll sich um ihre gi'osse Achse mit einer Winkelgeschwindigkeit w 
drehen, welche immer der dritten Potenz der verflossenen Zeit i pro- 
portional ist und für die Einheit derselben den Werth Ä; hat. 

I. Welcher Art muss diejenige Kraft ^ sein , die , an dem von 
der kleinen Halbachse h beschriebenen Kreise tangential wir- 
kend, diese Bewegung erzeugt? 
IL Wie verhalten sich die in verschiedenen Zeiten durchlaufenen 
(und von f =0 an gerechneten) Drehwinkel zu einander? 

Lösung. I. Die gesuchte Kraft muss dem Quadrate der vei*flos- 
senen Zeit proportional sein und für ^ = 1 die Intensität \})h'ML haben 
(wobei iH die Masse der Scheibe bedeutet). 

IL Die durchlaufenen Drehwinkel verhalten sich wie die vierten 
Potenzen der verstrichenen Zeiten ; es ergiebt sich nämlich leicht , dass 

= iÄ:^^ 
ist. 

Aufgabe 22L Ein Körper , welchem das Trägheitsmoment S zu- 
kommt, dreht sich um eine Achse D, in Folge der Wirkung einer 
unbekannten Kraft §, die immer tangential zu einem mit U um Z) 
beschriebenen Kreise thätig ist. Zwischen dem durchlaufenen Dreh- 
winkel und der Winkelgeschwindigkeit w besteht die Beziehung 



ö = l^(^^Z:^-H' 



in welcher A und B constante Grössen sind. 

Man soll berechnen , welcher Art die Kraft Q ist. 

Lösung. Die die Drehung hervorrufende Kraft (J besteht erstens 

AB 
aus einem unveränderlichen Theile ^r— und zweitens aus einem ande- 

h 

ren, welcher der Winkelgeschwindigkeit proportional ist, nämlich 
—- w. Letzterer ist negativ , man kann also sagen : es wirkt eine con- 

fi 

stante Kraft und ein der Winkelgeschwindigkeit proportionaler Wider- 
stand. 
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Aufgabe 222. Mit dem äuäiseren Halbmesser a , dem inneren h 
^nd der Höhe -J^ a ist ein gerader, hohler Kreiscylinder gebil- 
det worden. Er dreht sich um seine geometrische Achse in Folge eines 
Stosses,, den er zur Zeit Null erhielt und der ihm die Anfangswinkel- 
geschwindigkeit, y ertheilte. Die Widerstände der Bewegung geben 
zusammen eine an der äusseren Peripherie tangential wirkende Resul- 
tante W^ welche in einer nicht bekannten Art von der Winkelge- 
schwindigkeit w abhängt. Die Drehung erfolgt derartig, dass der 
durchlaufene Winkel ö zu jeder Zeit t den Werth 

= ^j/-^ l (cos et + yj/^ sinCtj 
hat , worin Ä und B zwei Constanten sind , C aber die Abkürzung füi* 
«^^ ist. 



71 e {a-^ - h^) 

In welcher Weise hängt der Widerstand W von der Winkelge- 
schwindigkeit , von Ä und von B ab? 

Lösung. Es ergiebt sich 

W=Ä + Bw^', 
der Widerstand besteht also aus einem constanten Theile Ä und aus 
einem solchen, der wie die Quadrate der Winkelgeschwindigkeit zu- 
nimmt, für w = l aber die Stärke B hat. 

E. Aufgaben über die Berechnung des von der 
Drehachse auszuhaltenden Druckes. 

Aufgabe 223. Ein mit der Masse m versehener Punkt A (Fig. 29) 

ist mit der Drehachse OZ durch die gewichtlose, starre Gerade CA^^r 

verbunden. Es wirkt auf ihn die t^- ^^ 

Flg. 29. 

Kraft P tangential zu dem mit r „ 

um OZ beschriebenen Kreise 
BAJD. Der von der Drehachse 
erlittene Druck N (oder , was dem 
absoluten Werthe nach dasselbe 
ist , der von ihr geleistete Wider- 
stand) soll berechnet werden. 

Lösung. Zerlegt man (dem 
am Schlüsse der „Einleitung*' zu 
Capitel V Gesagten folgend) P 
in zwei Componenten X und r, 
welche im Sinne der positiven o?, 
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bezüglich in dem der positiven y wirken, femer ^in zwei {U und F), 
die in dem der negativen beiden Coordinaten thätig sind , so ergiebt 
sich sogleich 

„ __ cP(rcosd) 

und 

wobei der Drehwinkel DCA ist. 

Hieraus folgt, wenn die Winkelgeschwindigkeit w eingeführt 
wird , 

1) Z7 = X + »wr (w^cosO -\- slnO — ) , 



2) V= Y -\- mrlw^sinO— cosd -j-\ 



oder auch 



3) U=X + m(w'x + !,^y 

4) V^^Y+mCw'-y-x^y 

Man hat also auch den Achsendruck selbst , nämlich 



Aufgabe 224. Es wirken mehrere Massen, nämlich m^, w^, 
mg , . . . m„ an den Hebelarmen ^i , ^"2 > ^3 ? • • • *"« » beeinüusst von den 
Kräften P^, Pg» ^3' • • • -P«. Alles üebrige ist wie bei der vorher- 
gehenden Aufgabe. 

• I. Welche Werthe haben hier die Componenten U und V des von 
der Drehachse auszuhaltenden Druckes? 
il. Wo greifen sie an? 

III. Was ändert sich, wenn das Massensystem ein stetig zusam- 
menhängendes (ein Körper) wird? 

IV. Unter welchen Umständen erleidet die Achse Z (Fig. 29) bei 
der Drehung denselben Druck, wie während der Ruhe? 

Lösung. I. Unter Beibehaltung der in der vorigen Lösung be- 
nutzten Bezeichnungen, findet man 

1) U= 2:{X) + w^ i:{mx) + '^2 {mtj) , 

2) V-=^2:{Y)+w^2:{my)--!"i:{mx). 

(l t 
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II. Die Abstände Zu und Zv der Angriffspunkte dieser Kriirüu U 
und V von der rc^/- Ebene er^ben sich aus den Momcntegleichungen 

3) Uzu =i:{Xz) + w^ U {7nxz) + ^ 2; {myz) 

(X t 

und 

4) Vzu = 2:{Yz) + liT Uini'i/z)-^!: {mxz) 

CvV 

im Vereine mit 1) und 2). 

III. Ist das System ein stetig zusammenhängendes (ein Körper), 
so wird w zum Massenelemente {tdxdydz) und die Summen in den 
beiden letzten Gliedern gehen in Integrale über. Man hat daher 

5) U^Z {X) + w'^ I j I xsdxdydz+-jj I 1 j yEdxdydz, 

6) V=2:{Y) + w' j I jy^dxdydz-^j j .jxidxdydz, 
1) TJzu—^(Xz)-^w^ j I I xzedxdydz+— I 1 1 yzedxdydz, 

8) Vzv = ^{Yz)-\-tv^ I I I yzsdxdydz—-— I I 1 xzsdxdydz. 

Wirken auf alle Punkte des Körpers Kräfte, so werden auch die 
in den ersten Gliedern stehenden Summen noch zu Integralen. 

Bezeichnet man mit M die Gesammtmasse des stetig zusammen- 
hängenden Systems, mit ^, r/ und f die Coordinäten seines Schwer- 
punktes, mit D und E die bei den Trägheitsmomenten (Aufgabe 197) 
schon vorgekommenen Integrale 

j IJyzsdxdydz und C C Cxzsdxdydz , 

so lauten die Gleichungen 5) bis 8) einfacher 

9) . ■ U=U{X) + w'M^+^M,u 

10) V = UiY) + tv^ Mri -^Ml, 

11) Uz„ = 2J{Xz)+iv'E + ~D, 

12) Vz, = 2J {Yz) + tv^D-' ^^l E. 

dt 

IV. Der Druck wird während der Bewegung eben so stark sein, 
wie während der Ruhe , wenn die Achse Z eine der Hauptachsen des 
Körpers ist ; dann sind nämlich '^, rj, D und E gleich Null. 
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Eine kkine Kugel Ä (Fig. 29), die als Punkt 
von twr Mätitse I aufge£aL&2>t werden darf, ist durch eine starre, ge- 
wiirhÜOMf Gi?nide AC mit einer Drehachse OZ verbunden. Sie bewegt 
>ii;ii iiitjto^r^ifh mit der Winkelgeschwindigkeit 1 um diese Achse und 
uiierii^t keiner anderen Krafkwirkung als einem Mittelwiderstande, 
wtricber dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional ist und ur- 
>piitü^i:vü die Intensität k besass. Ä C ist der Einheit gleich. 

Man soll mit Benutzung der Lösung der Aufgabe 223 den Druck Ny 
wekhirn die Drehachse erleidet, 

I. iUs Function des von der Anfangslage aus gezahlten Drehwin- 
kels berechnen, 
11. als Function der vom Bewegungsbeginne ab genommenen 
Zeit L 

Lö>uug. Die unter Nr. 223 entwickelten Gleichungen 1) und 2) 
Ucleru Folgendes: 

IK-r Druck N verlndert sich nach den Gesetzen 

(l+^'O*' 

er i^t .d^o antoglieh gleich 1 , nimmt stets ab , wird aber erst für un- 
oudiich givsse Divhwinkel zu NiüL 

AullBia>^ aae. IW Kreisbogen BCD (Fig. 30) dreht sich um 

oiuc Av'h;>v\ dit> iu senk reicht zu seiner Ebene steht; mit der Winkel- 

b^g HM» gesch windigkeit tr, ohne dass Kräfte 

y oder Widerstände auf ihn wirken. 

Das Centrum Ä liegt um a von 

M entfernt, der Halbmesser ist c, der 

[\l* Centriwinkel 2 a , der Querschnitt 

! \ überall q , die Dichtigkeit durch- 

; \ weg f. 

'' A: r M Der Achsendruck N soll ermit- 

' telt werden 

I. mit Benutzung der unter Nr. 
N. I 224 abgeleiteten Gleichungen, 

• U. ohne dieselben. 

i.v' '^'1 •. I, \uvK Ni. wiJ'l roohuond, tiudet man 
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(selbstverständlich in der Ebene des Kreisbogens angreifend) , das ist 
(Theil I . Aufg. 50) so viel wie 



N=w^M 



a er + csin tt 



a 



w^obei J!f=2cga«. 

U. Dasselbe ergiebt sich , wenn man für ein allgemein liegendes 
Massenelement P des Bogen« die Centrifugalkraft bestimmt , letztere 
in zwei auf einander rechtwinklig stehende Componenten zerlegt und 
diese Seitenkräfte für alle Elemente addirt (integrirt). 

Aufgabe 227. Wie Nr. 226, doch dreht sich statt des Kreisbo- 
gens BGB das gleichnamige Segment, welches die Dicke b hat. 

Lösung. Die unter I. und IL der vorhergehenden Nummer an- 
gegebenen Wege führen beide auf 

oder, näher ausgeführt, auf 

N=^ (?w^ ö £ [3 a (2 a — sin 2 a) + 4 c sin^ a] , 

welcher Druck selbstverständlich in der Ebene des Kreisabschnittes 
wirkt. 

Aufgabe 228. Um eine verticale Achse ZZ (Fig. 31) dreht sich 
ein Stab J.-4|L» welcher mit ihr in derselben Ebene liegt. Seine Länge 
ist L , seine Dichtigkeit constant gleich s , sein 
Querschnitt q ebenfalls unveränderlich und so Fig. 31. 

Mein, dass der Stab als materielle Gerade auf- ^ 
gefasst werden darf. Es wirken keine Kräfte oder 
Widerstände. 

Man soll mit Benutzung der Lösung der 
Aufgabe 224 den auf die Achse wirkenden Druck 
N nach Grösse und Angriffspunkt bestimmen. 

Lösung. Die letzten vier unter der ge- 
nannten Nummer angegebenen Gleichungen (in Z 
denen i/hier ein einfaches Integral ist) liefern 

angreifend in der von A' aus gerechneten Hohe 



Ä 



J^ 




0tt = ^ L cos a 



a + ttj 
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Die Richtung des Druckes geht sonach im Allgemeinen nicht durch 
den Schweqmukt des Stabes ÄÄ^, sondern durch den des Trapezes 
Ä'Ä\A^Ä. Nur dann, wenn der Stab parallel, oder senkrecht zur 
Drehachse liegt , befinden sich beide Massenmittelpunkte in derselben 
Horizontale. 

Aufgabe 229. Eine elliptische Scheibe, deren Dicke 8 uud 
Dichtigkeit e unveränderlich sind , dreht sich mit constanter Winkel- 
geschwindigkeit w um eine Gerade, welche, dem grössten Durchmes- 
ser parallel , in derselben Ebene liegt. Die Halbachsen der Ellii)se sind 
a und h'^ der Mittelpunkt steht um Je von der Drehachse ab. 

Der von der Letzteren erlittene Druck N soll berechnet werden 
I. mit Anwendung der unter Nr. 224 stehenden Gleichungen, 

II. ohne diese. 

Lösung. I. Nach Nr. 224 findet man 

der Richtung nach zusammenfallend mit derjenigen Geraden, welche, 
senkrecht zur Drehachse stehend , durch den Scheibenmittelpunkt geht. 
M ist dabei die Masse , also gleich ahiiöf. 

II. Zu denselben Resultaten gelangt man auch ohne Anwendung 
jener Formeln, wenn man für ein Scheibenelement die Centrifugalkraft 
berechnet imd alle diese Kräfte summu*t. Es entsteht dabei ein Dop- 
pelintegral , dessen Werth sehr leicht ermittelt werden kann. 

Aufgabe 230. Wie Nr. 229, nur liegt statt der eUiptischen 
Scheibe eine massive Kugel vor, welche den Halbmesser a hat. 
Lösung. Es ergiebt sich abermals 

wiederum so angreifend, als ob die Kugelmasse (Jlf =:-J nsa^ un Mit- 
telpunkte vereinigt wäre. 

Wie bei der Lösung der vorigen Aufgabe folgen diese Ergebnisse 
sowohl aus den unter Nr. 224 angegebenen Gleichungen, als auch 
dann , wenn man N durch Addition (dreifache Integration) der Centri- 
fugalkräfte aller Kugelelemente berechnet. 

Aufgabe 231. Um eine verticale Achse dreht sich ein Stab ^^i, 
der nicht in derselben Ebene liegt (der also kreuzt) mit der Winkelge- 
schwindigkeit w. Seine Länge ist = X , seine Dichtigkeit constant = t, 
sein Querschnitt (j ebenfalls unveräiulcrlich uud so klein , dass der Stab 
als materielle Gerade aufgefasst werden darf. Er wird auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem , dessen z - Achse mit der Drehachse zu- 



• 
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sammenfallt, derartig bezogen, dass A in der xy-YA^Gna liegt, bestimmt 
durch die Abscisse a und die Ordinate ?>, dass endlich A^ in die 
a;;?- Ebene fällt, durch "die Coordinaten «j und c daselbst seiner Lage 
nach hezeichnet. 

Weder Kräfte noch Widerstände wirken. 

Unter Benutzung der Lösung von Nr. 224 sollen die Druckcom- 
ponenten TJ und V nach Gröise und Angriffspunkt berechnet werden ; 
auch soll man angeben , wie sie sich zusammensetzen lassen. 

Lösung. Die Gleichungen 9) und 10) unter Nr. 224 liefern 

und 

wobei M= sqL ist. 

Bei der Bestimmung von 0u kommt man auf das Integral 

c 

E=^8qsecYl ia + — z\zdz 


(in welchem y den Winkel bezeichnet, den der Stab mit der Drehachse 
bildet) und findet schliesslich 

. a + 2a, . ^ a-\-2a. 
Zu = \ c — - = iLcosy ; -, 

Ebenso führt die Ermittelung von Zv zu dem Integrale 

rh(c-z) , 
D= sqsecy I — ^ -zdz 



'f 




und somit auf 

Zv = ^c = \Lcos y. 

Da;^„und Zv verschieden sind, so lassen sich U und F nicht durch 
eine Einzelkraft ersetzen , wohl aber durch eine Kraft und ein Paar. 
Verlegt man nämlich U und V als ü' und F' an den Schwerpunkt des 
Stabes, so liefern sie daselbst die Resultante 

und zwei Kräftepaare ÜTJ\ und V Y\. 

Die senkrecht zu den Kräfterichtungen gemessenen Breiten dieser 
Letzteren sind 

^ a + üj^ ' 
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bezüglich 

wenn dnrch a und ß diejenigen Winkel bezeichnet werden, welche dei 
Stab mit der Achse der «, bezüglich mit der der y, bildet 
Mithin hat man als Momente dieser Paare 

Uhu = T*T *<^ ^^ (^ •*.öii) skia 
nnd 

Vh^ = ^ic^MLhsinß, 

wonach min beide noch vereinigt werden können. 



Capitel VI. 

Aufgaben über allgemeinere Bewegungen von Punkte- 

Systemen. 



Erklärung. Es sei A (Fig. 32) einer der Punkte eines Systemes, 
in welchem gewisse feste Verbindungen bestehen; er werde von einer 
Kraft P beeinflusst, die ihn in der Zeit df von ^ nach Ä treiben würde, 
wenn er frei wäre. Die wirk- Fig. 32. 

lieh eintretende Bewegung sei Y , p 

die von A nach Ä\ und TJ ^^^ — 'S^^^^T^^ 

die sie erzeugende „wirksame ^^^'^^ ^C^- "^^'^^ /^ 

Kraft«. -r— - ^ -^r^U 

Man kann sich dann P zerlegt denken in die Componenten TJ und 
F", von denen die letztere die „verlorene Kraft" heisst. 

Dieselbe Zerlegung ist an den übrigen Systempunkten möglich, 
auf welche die Kräfte P^^i -^2» • • • wirken; man erhält daher die „wirk- 
samen Kräfte" Z7, CT^, CTg, . . . und die „verlorenen" F, Fj, Fg, . . .. 

Die Punkte bewegen sich nun so , als ob sie frei wären und nur 
von den Kräften TJ ^ TJ^^ TJ.^^ ... beeinflusst würden. Diess ist aber 
nur möglich , wenn die F, F^ , Fg , ... sich gegenseitig aufheben. 
Hierin liegt das „d'Alembert'sche Princip" oder das sogenannte 
„Princip.der verlorenen Kräfte", nämlich der Satz: 

Die Bewegung eines beliebigen Systemes von Punk- 
ten, die irgend wie mit einander verbunden sind und 
von irgend welchen Kräften beeinflusst werden, erfolgt 
stets derartig, dass die in jedem Augenblicke verlorenen 
Kräfte im Gleichgewichte stehen. 

Oder auch, wie sofort aus Fig. 32 erhellt: 

Die Bewegung geschieht stets so, dass in jedem 
Augenblicke Gleichgewicht stattfindet zwischen den ge- 
gebenen Kräften (P, P^, Pg, . . .) und denen, welche den 
wirksamen gleich und entgegengesetzt sind. 
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Mittelst dieses Principes, welches bei der Losung der nachfol- 
genden Aufgaben als bekannt vorausgesetzt wird, iJlsst sich die Be- 
wegung eines Systenies auf sein Gleichgewicht zurückführen, also 
die Dynamik auf die Statik. 

Aufgabe 232. Auf einer schiefen Ebene , die durch das Dreieck 
LMN {¥ig. 33) dargestellt ist, befinden sich zwei Punkte P und P^ 

Fig. .H3. (kleine Kugeln), welche die Mas- 

sen m und m^ haben und mittelst 
eines undehnbaren Fadens ver- 
bunden sind. Auf den Ersten 
wirkt, ausser seiner Schwere, 
eine unveränderliche Kraft K in 
der Richtung von M nach L , auf den Zweiten (ausser der Schwere) 
eine ebenfalls constante K^ von L nach M zu. 

Die Bewegung beginnt vom Ruhezustande aus zur Zeit Null, zu 
welcher sich P in jC befindet, und erfolgt aufwärts. Widerstände 
liegen nicht vor. Die Ebene ist unter dem Winkel a = MLN gegen 
den Horizont geneigt. 

Man soll, unter Bestimmung der „verloren gehenden Kräfte" 

(s. „Erklärung"), mit Hilfe des d'Alembert'schen Principes berechnen: 

I. welche Geschwindigkeit v das Punktesystem zur Zeit t hat 

und welcher Weg x von ihm während derselben zunickgelegt 

wurde ; 

II. wie gross die in dem Faden herrschende Spannung T ist. 

Lösung. I. Die verlorene Kraft ist für m : 

dv 



— K — mgsina — w* — ; 

dt 



hingegen für m^ : 



Fj = TTj — m^gsincc — m^ 



dv 
Tt 



Hieraus folgt 



wenn zur Abkürzung 



^1- 



K — g {wi, + wi,) sin ci 

m + mj 



gesetzt wird. 
Ferner 



x=\^Bt\ 
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n. Als Fadenspannung ergiebt sich 

y^ Kifn + Kmj 
m + Wj 

Die fttr t;, x und T gefundenen Gleichungen enthalten hübsche 
einfache Sätze. 

Aufgabe 233. Wie Nr. 232 ; jeder der beiden Punkte P und P^ 
wird aber auch noch von einer Kraft beeinflusst , welche der Masse und 
der Geschwindigkeit proportional ist, für mv oder m^v= 1 die Inten- 
sität A hat und in dem der Bewegungsrichtung entgegengesetzten Sinne 
wirkt. 

In der bei der vorhergehenden Aufgabe bezeichneten Weise soll 
man die Geschwindigkeit v, den zurückgelegten Weg x und die Faden- 
spannung T als Functionen der Zeit t berechnen , endlich auch aus den 
für V , X und T gefundenen Werthen diejenigen herleiten , welche dann 
gelten , wenn Ä gleich Null ist. 

Lösung. Zunächst ergiebt sich als Differentialgleichung der Be- 
wegung 

wobei B dieselbe -Bedeutung hat wie in der vorhergehenden Lösung. 
Durch Integration folgt 

es nähert sich hiernach die Geschwindigkeit für in's Unendliche wach- 

sende t der Grenze — , die Bewegung geht also mehr und mehr in eine 

gleichförmige über. 

Der von dem Punktesysteme zurückgelegte Weg ist 

die im Faden herrschende Spannung: 

y^ jr^m + irm^ 

Setzt man in den für v und x gefundenen Werthen A gleich Null, 
so ergeben sich zunächst vieldeutige Formen , bei näherer Untersuchung 
derselben jedoch die bei der vorhergehenden Lösung (232) angegebenen 
Resultate. 

Die Spannung ist von A unabhängig. 

Fuhrmaun, Aufgaben a. d. aual. Mecbauik. II. 13 



V%^ %.TäciiM ihwsr v Jiyjittiw gi^ ^« wjTwm L -vm: PnoksfSFpiilaueaL. 



_ ÄP^t«^'*fa. -.Ofi . 'litJÄ^Ä'a 2*^'w^^.^ "^»eiiLiHrse ^rsv- V^-r- 



X. r ZI. 

-■■ ^ * 

X. r.. z.. 






r^. «*- r*. 



L MI^ B»t.u.-uSiz -iü? -rAi5CS.*<?rT'?«ffeet P^raripes wid der 5«eehs 

k*ft fcalÄftt iirii«s«ii. zlß^l*:rUffL w.?ri?Ä: 

Lr»rnn{?. L I>;e rom 4«ii fnaaen Si"?&?fnir T^rtjreiien Kräfte er- 
areben *K:h Im ?*iDi«r «kr drei Coordinaieiaefe**?» 2ie»>iiiin«i zu 

die gesuchten Gleichungen \W Bew«^nmg lauten daher: 






Aufgaben über allgemeinere Bewegungen von Punktesystemen 195 



2 
2 



und können, aus nabeliegenden Gründen, aucb in den Formen 

geschrieben werden. 

IT. Sie drücken aus , dass die verlorenen Kräfte weder eine Ver- 
schiebung längs einer der Coordinatenachseu erzeugen, noch eine Dreb- 
ung um eine derselben. 

Aufgabe 235. Welche Beziehungen bestehen zwischen den Be- 
wegungsgleichungen Nr. 1) bis 3) eines Massensystemes (siehe vorige 
Lösung) und denjenigen seines Schwerpunktes? 

Lösung. Von den für die Schwerpunktscoordinaten J, rj und f 
geltenden Werthen ausgehend kommt man leicht auf 

wobei M die* Gesammtmasse bedeutet. Diess enthält den Satz : Der 
Schwerpunkt eines jeden freien Massensystemes bewegt sich so , als ob 

13* 
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alle Massen in ihm zu einem materiellen Punkte vereinigt wären und 
alle Kräfte parallel zu ihren eigentlichen Richtungen auf ihn wirkfc^n. 
(Princip der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes.) 

Aufgabe 236. Zwei in Bewegung befindliche Planeten, welche 
die Massen m^ und «tg haben , unterliegen nur ihrer gegenseitigen An- 
ziehung, die nach dem Newton' sehen Gesetze erfolgt. Für die Zeit 
Null ist der Ort des Schwerpunktes beider Körper bekannt ; desgleichen 
seine Geschwindigkeit in Bezug auf Grösse und Richtung. 

Man soll mit Benutzung der Lösung der vorigen Aufgabe be- 
rechnen 

I. wo sich dieser Massenmittelpunkt zur Zeit t befindet ; 

II. in was für einer Bahn er sich bewegt und 
III. mit welcher Geschwindigkeit. 

Lösung. I. Die unter Nr. 235 angegebenen Gleichungen führen 
zunächst auf 

lehren also, dass der Schwerpunkt im Sinne der Coordinatenachsen 
immer die constanten Geschwindigkeiten A^ , B^ und C^ hat , nämlich 
diejenigen, welche er anfänglich besass. Seine Lage ist daher be- 
stimmt durch 

l = A,t + A.,, 

in welchen Ausdrücken J^, B2 und Cg die Anfangscoordinaten be- 
deuten. 

II. Die Bahn ist eine gerade Linie; ihre irt/-Projection bildet mit 

der ic- Achse den Winkel arctan -^ und schneidet auf der 3/ -Achse die 

^ J5 jijS 

Strecke — — ^ . — - ab; ebenso schliesst die aj^s^-Projection mit der 

erstgenannten Achse den Winkel arctan -y ein und trifft die zweitge- 

ji C ji C 

nannte im Abstände — ' — —-z — - — - vom Coordinatenanfange. 

-^1 
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« 

m. In dieser geradlinigen Bahn läuft der Schwerpunkt mit der 
unveränderlichen Geschwindigkeit 



Aufgabe 287. Wie Nr. 236; doch sind nicht zwei, sondern 
n Planeten vorhanden, und es ist die Anziehung irgend eine Function 
der gegenseitigen Entfernung. 

Lösun g. Da auch hier (wie bei der vorigen Aufgabe) die 2]{mX)^ 
2J{inT) und 2J{mZ) gleich Null sind, wie sich leicht beweisen lässt, 
so ergeben sich ganz dieselben Eesultate. 

Aufgabe 238. Auf ein räumliches rechtwinkliges Coordinaten- 
System sind zwei Körper bezogen (Punkte , denen die Massen «tj und wtg 
zijkommen). Sie ziehen sich gegenseitig nach dem Newton'schen Ge- 
setze an und unterliegen ausserdem der Wirkung einer Kraft , welche 
im Sinne der negativen z thätig ist und die Masseneinheit constant mit 
der Intensität K beeinflusst. Die Coordinaten der Orte beider Körper 
sind für die Zeit Null bekannt; ferner kennt man die Achsengeschwin- 
digkeiten des Schwerpunktes des Massensystems für diese Zeit. 

Unter Anwendung der Lösung der Aufgabe 235 soll ermittelt wer- 
den, wo sich der Schwerpunkt zur Zeit t befindet, mit welcher Ge- 
schwindigkeit und in was für einer Bahn er sich bewegt. 

Lösung. Im Sinne der x und y rückt der Massenmittelpunkt 
gleichförmig vor , nämlich mit den Geschwindigkeiten 

und 

die er ursprünglich hatte ; in der Richtung der positiven z hingegen mit 

v^ = '- Kt + C,, 

Hierdurch ist auch die Bahngeschwindigkeit v bestimmt, weil 
V = }/vt^ + v^ + v^ sein muss. 

Die Coordinaten des Ortes sind zur Zeit t 

dabei lassen sich die Anfangswerthe J^ , -Bg ^^^ ^2 sogleich aus denen 
herleiten, welche' man für die ursprünglichen Lagen der Massen m^ 
und Wg der Aufgabe nach kennt. 
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Die icy-Projection der Bahn ist eine Gerade, deren Gleichung 
sich ergiebt, wenn aus den vorstehenden Werthen von | und tj die 
Zeit t eliminirt wird. Die beiden anderen Projectionen sind Parabeln ; 
ihre Gleichungen erhält man auf die analoge Weise , nämlich dadurch, 
dass man t aus denjenigen Ausdrücken wegschafft, welche für 5 und J, 
bezüglich ri und f , gefunden worden sind. 

Aufgabe 239. Drei unter einander durch gewichtlose, starre 
gerade Linien verbundene Massen m^ , m^ , m.^ befinden sich zur Zeit 
Null an denjenigen Stellen des llaumes in Ruhe, deren rechtwinklige 
Coordinaten öj , i^ , c^ , bezüglich a^ > <^2 > ^2 ^^^^ % » ^3 > ^3 ^^^^' Auf 
jede der Massen wirkt ihre Schwere im Sinne der negativen z; ausser- 
dem, in der Richtung der positiven a;, eine beschleunigende Kraft, 
welche der Zeit t proportional ist und für die Einheit der letzteren die 
Intensität k hat. 

Verlangt wird das in der vorhergehenden Aufgabe Genannte. 

Lösung. Im Sinne der positiven x bewegt sich der Schwerpunkt 
des Systemes mit einer Geschwindigkeit, welche dem Quadrate der ver- 
tiossenen Zeit proportional ist und füi* ^ = 1 den Wcrth J^ k besitzt; in 
dem der y findet gar keine Bewegung statt (was auch ohne Rechnung 
klar ist) ; in dem der negativen z nimmt die Geschwindigkeit in dem- 
selben Verhältnisse zu, wie die Zeit und ist für die Einheit der letzteren 
gleich g. (Freier Fall.) 

Als Bahngeschwindigkeit hat man hiernach 



wobei 



v=yY4g^+¥?. 
Die Coordinaten des Ortes sind zur Zeit t : 

Wi + m^ + m^ 

Was die Bahn anlangt, so erkennt man zunächst, dass sie m einer 
Ebene liegen muss, die (im Abstände ß) parallel ist zu der der xz\ ihre 
Gleichung, oder die ihrer Verticalprojection , lautet 
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6 .. .li 



9- 

s 



y-y[jit-a)]. 



Aufgabe 240. Es soll mit Benutzung der in der Aufgabe 234 
angegebenen allgemeinen Gleichungen bewiesen werden , dass jedes sich 
bewegende freie Punktesystem , in welchem auf jeden Punkt stetige be- 
schleunigende Kräfte Xj , Y^ ^ Z^ etc. wirken , sich um seinen Schwer- 
punkt gerade so dreht , als ob er fest wäre. 

Lösung. Die sich auf Drehung beziehenden allgemeinen Be- 
wegungsgleichungen sind die unter 4), 5) und 6) bei Nr. 234 ange- 
führten. 

Es seien zur Zeit Null x , y und die Coordinaten eines allgemeinen 
.mit der Masse m versehenen Punktes der Verbindung in Bezug auf ein 
Coordinatensystem , dessen Anfang mit dem Schwerpunkte zusammen- 
fallen möge. Nach Verlauf der Zeit t soll Letzterer an eine Stelle ge- 
kommen sein , deren Coordinaten 5 , iy , t sind. Durch diese neue Lage 
des Schwerpunktes werde ein zweites Achsensystem gelegt, gleich- 
gerichtet zum ersten. Bezüglich dieses neuen Systemes mögen die Co- 
ordinaten von m mit x^^ y^^ 0^ bezeichnet werden. Die auf die Drehung 
um die a?- Achse sich beziehende" Gleichung 4) der Nr. 234 lautet dann 



X/ ^ »w 



[(,+,, £i±^_«+.)^^"]i 



= 2\m[i,i+y,)Z-(!;+e,)T]l 
Besser geordnet (um zu zeigen, dass die J, iy und f verschwinden) 



giebt diess 



= 2][m{riZ-tT)] + U[m{tf,Z-^0,Y)]. 

Für alle Punkte des Massensystems sind | , ri und f dieselben ; man 
kann also das erste Glied der linken Seite der Gleichung schreiben : 

und das erste der rechten : 

ri 2:(mZ)- J2;(mr); 

diese beiden Werthe sind einander gleich. 
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Das zweite Glied links kann in der Form 

gegeben werden; ebenso das dritte in der Gestalt 

Da nun das Coordinatensystem den Schwerpunkt als Ursprung 
hat, so sind die Summen U{my^) und U{mis^) gleich Null; mithin 

auch die anderen ^, ( m ,^- ) und ^. ( m — '^^ ). 

Die vorstehende Gleichung lautet daher 

m 

Hiermit ist bewiesen, dass die Drehung um die ä;- Achse gerade so er- 
folgt , als ob der Schwerpunkt fest wäre. 

Der Nachweis in Bezug auf die beiden anderen Achsen lässt sich 
eben so führen. 

Aufgabe 241. Zwei Massen m^ und m.^, welche sich zur Zeit 
Null an den durch die rechtwinkligen Coordinaten a^ und 6^, bezüg- 
lich ttg und feg » bestimmten Stellen einer Verticalebene in Ruhe befun- 
den haben und durch eine starre, gewichtlose Gerade von der Länge a 
verbunden sind, unterliegen nur der Einwirkung ihrer Schwere, die in 
der Richtung der negativen y erfolgt. Die Natur derjenigen Bewegung, 
welche dieses Massensystem annehmen muss , ist (als freier Fall) voll- 
kommen bekannt; man soll die „allgemeinen Gleichungen der Bewegung" 
(Lösung der Aufg. 234 , bezüglich 235) zur Anwendung bringen und 
nachsehen, ob und in welcher Weise die mittelst derselben sich erge- 
benden Eigenschaften der vorliegenden Bewegung mit ihrer voraus be- 
kannten Art übereinstimmen. 

Lösung. Nach Nr. 234 hat man als Differentialgleichungen der 
Bewegung 



2) »», ^ + "' . ^f =" - ^ K + »»»2). 
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in denen x^ und y^ die Coordinaten von m^ , hingegen ÄJg ^^^^ V^ die von 
»»2 zur Zeit t sind. 

Aus 1) folgt zunächst 

wobei t^-r, und Vx^ diejenigen Geschwindigkeiten bedeuten, welche die 
Massen m^ und m.^ im Sinne der positiven x haben; nachher: 

m^ x^ + WgiCg = m^ a^ + *^2 ^2 • 

Diess stimmt mit der Natur des freien Falles offenbar ganz überein. 
Dieselbe Uebereinstimmung zeigen auch die Gleichungen 

und 

welche aus 2) folgen und in deren erster Vy^ und Vy^ die Geschwindig- 
keiten von m^ und m^ im Sinne der positiven y sind. 

Endlich folgen aus 3) die Gleichungen 

und 

Wi/S'i + m^8^ = — \9 (%«! + ^202) ^^ 

in deren letzter iS'^ und 8^ die von den Leitstrahlen beschriebenen (und 
von der Anfangslage aus gerechneten) Flächen bedeuten. Auch diess 
widersti'eitet nicht, wie sich leicht nachweisen lässt, der Natur des 
freien Falles. 

Benutzt man statt der Gleichungen 1) und 2) die aus Nr. 235 fol- 
genden und für die Bewegung des Schwerpunktes geltenden 

und 



K + »»2) J^ = -Sl (% + ^2), 



so liefern diese: 



was sich ebenfalls mit der ohne Rechnung bekannten Art der Bewegung 
in Uebereinstimmung befindet. 

Aufgabe 242. Wie Nr. 241, doch mit folgenden Aenderungen: 
Auf Wj wirkt im Sinne der positiven x eine beschleunigende Kraft, 
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welche der Zeit t proportional ist und in dem Augenblicke ^ = 1 die 
Intensität A^ hat; im Sinne der i)ositiven y eine solche, welche sich 
proportional dem Quadrate von t ändert und zur Zeit 1 den Werth B^ 
besitzt. Auf ^2 sind zwei beschleunigende Kräfte ganz in derselben 
Weise thätig , nur mit dem Unterschiede , dass sie zur Zeit 1 die In- 
tensitäten A.2 , bezüglich B2 , haben. Die Schwere wirkt nicht. 

Es sollen die unter Nr. 234 und 235 angegebenen allgemeinen 
Gleichungen benutzt werden , um Eigenschaften derjenigen Bewegungs- 
art zu ermitteln, welche das Massensystem annimmt. 

Lösung. Die unter Nr. 235 angeführten Gleichungen liefern 
sofort füi* die Geschwindigkeiten des Schwerpunktes im Sinne der 
Achsien : 

wobei Ic, = . — - ist und h, = — ' — —, — ~ ; sodann , mit 

Benutzunff der Abkürzungen — — '— — - — - = a und — — ^ — - — "^ = , 
° m^ + w^ m^ + m^ 

für seine Coordinaten 

die Bahn hat daher die Gleichung 






Mit derselben Leichtigkeit führt das bei Nr. 234 Angegebene (unter 
Beibehaltung der in der vorigen Lösung verwendeten Bezeichnungen) auf 

^i«/l +^22/2 = tV(A% +^2^2)^^+ ^»^l + ^2^2- 

Alle diese Gleichungen enthalten hübsche leicht in Worte zu fas- 
sende Bewegungsgesetze. 

Aufgabe 243. Zwei Planeten (Punkte), deren Massen m^ und 
m^ sind, ziehen sich gegenseitig nach dem Newton'schen Gesetze an 
und unterliegen ausserdem noch nach demselben Gesetze der Anziehung 
eines festen Centralkörpers (Punktes) , dessen Masse m ist, ' Der Letztere 
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wird als Anfang eines rechtwinkligen Coordinatensystemes genommen, 
bezogen auf welches die beiden Planeten zur Zeit t durch äJi , ^i , ^e^i , be- 
züglich 0^2 , «^2 ) ^2 » ibrer Lage nach bestimmt werden. Die gegenseitige 
Entfernung derselben heisse allgemein it; der Abstand des ersten Planeten 
vom Centralkörper werde r^ , der des zweiten rg genannt. Wenn sich 
nun die beiden Planeten bewegen , so beschreiben ihre Leitstrahlen r^ 
und ^2 im Räume gewisse Flächen , deren Inhalte S^ und /S'g heissen und 
von der Zeit ^ =: an gerechnet werden mögen. Wir projiciren diese 
Flächen auf die yz-, xz-, ojt/- Ebene und nennen die Inhalte der Pro- 
jectionen ZJ^, C/g, F^, F2, W^, Wg. 

Es sollen nun die Gleichungen 4) bis 6) der Lösung der Auf- 
gabe 234 auf die Bewegung des vorliegenden Massensystemes ange- 
wendet und soll eine Eigenschaft dieser Bewegung ermittelt werden, 
indem man die 17, V und W bei der zweiten Integration der genannten 
Gleichungen mit in die Rechnung hineinnimmt und ausrechnet, nach 
welchem Gesetze diese Flächenprojectionen beschrieben werden. 

Lösung. Die X, Y und Z sind leicht zu ermitteln; mit ihnen 
hat man dann auch die auf den rechten Seiten der erwähnten drei 
Gleichungen vorkommenden Summen, findet nämlich, dass sie ver- 
schwinden ; hierdurch gelangt man zu drei Differentialgleichungen , die 
sich, wenn die CT, V und W eingeführt werden und die Beziehungen 

etc. gehörige Beachtung finden , ohne Schwierigkeiten integriren lassen. 
Sie liefern die interessanten und leicht in Worte zu fassenden Gesetze: 

m^ CTj + m2 Z/g = Ät^ 

in denen A , B und C constante Grössen sind. 

Aufgabe 244. Wie 243 , doch mit folgenden Unterschieden : 
Es liegen n Planeten vor , die mit den Massen m^ , Wg , W3 , . . . m« 

versehen sind; der Centralkörper fehlt; die gegenseitige Anziehung ist 

ganz allgemein irgend eine Function der Entfernung. 

Lösung. Zieht man zunächst nur zwei der Planeten in Betnicht, 
erweitert dann aber das Gefundene auf alle n , so gelangt man wieder 
leicht zu den für die rechten Seiten der Gleichungen 4) bis 6) von Nr. 23 4 
nöthigen Summen; dieselben sind auch hier gleich Null. Das bei der 
vorigen Lösung Angedeutete benutzend findet man schliesslich (unter 
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Beibehaltung der in Nr. 243 eingeführten Bezeichnungen) die wichtigen 
Sätze 

Z!{mU) =^Ät, 

i:{mV) =Bt, 

2;(wTr)=(7f, 

welche das „Princip der Erhaltung der Flächen" ausdrücken. 

Aufgabe 245. Es soll untersucht werden , ob der zu Ende der 
vorigen Lösung gefundene Satz auch dann noch gilt , wenn die Planeten 
ausser ihrer gegenseitigen Anziehung noch einer anderen unterliegen, 
welche von einem im Coordinatenanfange stehenden Centralkörper 
(Punkt) herrührt and ebenfalls irgend eine Function der Entfernung ist. 

Lösung. Der Einfluss des Centralkörpers ändert, wie sich leicht 
nachweisen lässt , nichts an dem Nullwerden der in der vorigen Lösung 
erwähnten Summen; das oben gefundene Gesetz besteht also auch hier. 

Aufgabe 246. Gegeben ist ein System von Massen m^, mg, 
tWg , . . . m« ; bekannt sind ferner die auf die Masseneinheiten in den 
Richtungen der positiven Coordinaten eines rechtwinkligen Systemes 
wirkenden Componenten X^ , Y^ , Z^ , bezüglich X^^ Yg , Z^ u. s. w. 
sämmtlicher Kräfte; gefragt wird nach der Summe der mechanischen 
Arbeiten [^ 27 (wi;^)] und nach denjenigen nächsten Folgerungen , die 
sich an das gefundene Resultat in Bezug auf die lebendige Kraft des 
Massensystemes knüpfen. 

Lösung. Man findet 

i Z!{mv^) = U[mf{Xdx + Ydy + Zdz)] + Const, 

wobei die Integration sich auf die Zeit bezieht, so dass auch geschrie- 
ben werden kann 

t = t 

i Z!{mv^) - i 2;(m V) = 2jlmf {Xdx+ Ydy + Zdz)\ . 

Ist Xdx + Ydy + Zdz das vollständige Differential einer Func- 
tion F der Coordinaten , so lässt sich die Integration ausführen ; man 
kann dann also die Zunahme der lebendigen Kraft bestimmen, wenn 
für den Anfang und das Ende des in Betracht kommenden Zeitraumes 
der Ort aller Punkte bekannt ist. So oft das System durch die näm- 
liche Lage geht , wird die Summe der lebendigen Kräfte wieder dieselbe. 

Wenn Xdx + Ydy + Zdz gleich Null ist, so hat Il{mv^^ im- 
veränderliche Grösse. (Princip der Erhaltung der lebendigen 
Kraft.) 
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Aufgabe 247. Eine Kugel (Punkt) wird proportional ihrer 
Masse m und der w*®" Potenz der Entfernung senkrecht gegeh eine 
Ebene angezogen. Im Abstände h von der Letzteren hat sie in beliebiger 
Richtung die Geschwindigkeit c, und in der Entfernung 1 ist die Be- 
schleunigung der Anziehung gleich Ä. Widerstände finden nicht statt. 

Durch Anwendung des bei der vorhergehenden Lösung erhaltenen 
Satzes von der lebendigen Kraft soll man diejenige Geschwindigkeit v 
bestimmen , welche die Kugel dann besitzt , wenn der Abstand h sich 
bis auf z vermindert hat. 

Man soll ferner das gefundene Resultat auf den Fall anwenden, 
dass die vorliegende Anziehung die constante Schwere der Kugel ist, 
und auf den anderen, dass diese Anziehung nach dem Newton'schen 
Gesetze erfolgt. 

Lösung. Für w = — 1 ist 



v==y(? + 2Tcl-', 



für n^ — 1 hingegen 



v=y 



c2 + -^(Ä''+i-^»+i). 

« + 1 



Wenn nur die unveränderliche Schwere wirkt, so wird hieraus 
das sehr bekannte 



V = yc' + 2 g {h-0); 
liegt das Newton'sche Anziehungsgesetz vor , so ist 



. = /c^ + 2.(i-|). 



Aufgabe 248. Wie Nr. 79; doch soll nur die Bahngeschwindig- 
keit V des sich bewegenden Punktes berechnet werden und zwar durch 
Benutzung des unter Aufgabe 246 gefundenen Satzes von der leben- 
digen Kraft. 

Lösung. Die beschleunigenden Kräfte sind nach der zu Nr. 79 
gegebenen Lösung bekannt ; führt man ihre Werthe ein in die imter 246 
dagewesene Gleichung, so folgt sogleich 



Aufgabe 249. Für den unter Nr. 98 näher bezeichneten beweg- * 
liehen Punkt soll die Geschwindigkeit v wiederum durch Anwendung 
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des Satzes von der Summe der meohanischen Arbeiten (246) abgeleitet 
werden. 

Lösung. Es ergiebt sich alsbald das nnter Nr. 98 angefiihrfce 
Resultat. * 

Aufgabe 250. Jede der zwei Massen m, nnd w^, die ein unver- 
änderliches System bilden, wird von einer Ebene derartig abgestossen, 
dass diese Abstossung dem Quadrate der Entfernung von der Ebene 
umgekehrt proportional ist und für die Einheit dieses Abstandes die 
Beschleunigung k ertheilt Anfanglich befinden sich die beiden Massen 
in den Entfernungen a^ und a^ (von der Ebene) in Buhe. 

Welche lebendige Kraft besitzt das System, wenn die Massen um jsTj, 
bezüglich ^,^, von der Ebene abstehen? 

Wie gross ist diese lebendige Kraft dann , wenn nicht zwei Massen, 
sondern deren n vorliegen , die sich anfanglich in den Abständen a^ , 
«2 » «3 , ... «n in Ruhe befunden habep ? 

Lösung. Das in der Lösung zu Nr. 246 Angegebene führt auf 

^(-^ = 2.j«..(i-i) + n,,(i-i)j 

als Grösse der gesuchten lebendigen Kraft. In der Form 

geschrieben , gilt der Ausdruck zugleich für n Massen , nur dass sich 
dann das Summenzeichen nicht blos auf zwei, sondern auf n Glie der 
erstreckt. 

Aufgabe 251. Drei auf einander senkrechte Ebenen stossen jede 
der Massen mj, mg, Wg, welche imter einander fest verbunden sind, 
derartig ab , dass diese Abstossung immer der Entfernung von der be- 
treffenden Ebene proportional ist und für die Einheit dieser Entfernung 
die Beschleunigung A^ ertheilt. Anfänglich befinden sich die drei Mas- 
sen in bekannten Abständen von den drei Ebenen in Ruhe. 



* Man übersieht leicht, in welcher Weise der in den vorhergehenden 
Capiteln enthaltene Stoff sich benutzen lässt, um (wie diess bei Nr. 247, 
248 und 249 geschehen ist) Aufgaben zu bilden , die mittelst der in diesem 
sechsten Capitel dagewesenen allgemeinen Sätze gelöst werden können; 
auch wird man bemerken, dass diese allgemeinen Sätze bei vielen Lösun- 
gen in den vorhergehenden Capiteln (wenn auch versteckt) benutzt wor- 
den sind. 
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Es soll berechnet werden , welche lebendige Kraft das System in 
jeder beliebigen Stellung besitzt und zwar sowohl wenn nur drei , als 
auch wenn allgemein n Massen Yorliegen. 

Lösung. Bezeichnet man die Abstände der drei Massen Wj , Wg , 

• 

mg von dem gemeinschaftlichen Punkte der abstossenden Ebenen mit 
Tj , rg , Tg und die anfiinglichen Werthe dieser Entfernungen mit p^ , 
P2 1 Ps ? s^ ^^^ (nach Nr. 246) 

oder 

Z (mv^) ^A^U \m (r^ -p^)\, 

wobei letzteres sowohl für drei , als auch allgemein für n Massen Giltig- 
keit hat. 



Druck von B. (t. Toubiier in Dresden. 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig. 

Duhamel, Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Paris, Lehr- 
buch der analytischen Mechanik. Deutsch herausgegeben 
von Dr. Oskar Schlömilch, Professor der höheren Mathematik 
und analytischen Mechanik an der polytechnischen Schule zu Dresden. 
Zweite gänzlich umgearbeitete Auflage. Neue wohlfeile Aus- 
gabe. Zwei Bände. Mit in den Text eingedruckten Holz- 
schnitten, gr. 8. 1861. geh. Beide Bände zusammen 2 Thlr. 

£inzeine Bände werden in dieser wohlfeilen Ausgabe nichl abgeg-ebeo. 

Nach dem Urtheilc der gewichtigsten Autoritäten ist Duhamel's Coars de me- 
canique de i'^eole potytechnique in seiner Art das vollständigste und zugleich in 
seiner Behandlungsweise das eleganteste Lehrbuch der analytischen Mechanik, welches die 
Litteratur überhaupt besitzt , so dass dasselbe schon seit Jahren den Vorlesungen und dem 
Unterrichte auf deut&phen Universitäten und höheren technischen ßildun^sanstalten im Ori- 
ginal zu Grunde gefegt wird. -~ Die Verlagshandinng glaubte deshalb einem entschiedenen 
Bedürfnis zu begegnen, wenn sie eine deutsche Ausgabe veranstaltet hat und zwar in einej^ 
Bearbeitung, welche sowohl eine sorgfältige und elegante Uebersetzung bietet, als auch das 
Original, wo es nöthig iist, ergänzt und berichtigt. In dieser Beziehung wird der Name 
des Herrn Professor Schlömilch die vollständigsten Garantien bieten. 

Dur^ge, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnicmn zu Prag, 
Theorie der elliptischen Functionen. Versuch einer ele- 
mentaren Darstellung. Mit 32 in den Text gedruckten Holz- 
schnitten, gr. 8. 1861. geh. n. 2 Thlr. 20 Ngr. 

,, Trotz der hohen Bedeutung, welche die elliptischen Functionen für die gesamuilc 
Analysis, für die analytische Mechanik und selbst für die Zahlenlheorie gewonnen haben, 
existierte doch bisher kein £lementar]ehrbuch derselben und der Jünger der Wissenschaft 
blieb wie vor 25 Jahren darauf angewiesen, seine Belehrung aus den Quellen (Legendre, 
traitt' des fonctions elliptiqiies, und Jacobi, fundamenta funct. ellipt., nebst einer grossen 
Anzahl einzelner Abhandlungen in Grelles Journal) iu schöpfen. Die Herausgabe d«^ vor- 
liegenden Werkes darf daher als ein glücklicher Gedanke bezeichnet werden und es ^t da- 
mit jedenfalls eine fühlbare Lücke der Litteratur zum Besten der Studierenden ausgefüllt 

worden. Das Werk bietet genug, ja hie und da vielleicht mehr ats genug für das erste 

Studium der genialen Schöpfungen von Legendre, Abel und Jacobi. Die Darstellung muss 
als sehr deutlich bezeichnet werden u. s. w." 

[Schlömilch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1862, i. Heft.] 

Dtirege, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnicmn zu Prag, 
ElementederTheoriederFunctioneneiner complexen 
veränderlichen Grösse. Mit besonderer Berücksichtigung der 
Schöpfungen Eiemann's. gr. 8. 1864. geh. n. 1 Thlr. 18 Ngr. 

,,Ich möchte, nach allen diesen Ueberlegungen, das Werk von Duriige allen An- 
fangern empfehlen, welche sich eine erste Kenntniss der modernen mathematischen An> 
schauungsweisen erwerben wollen. Ich halle dafür, es sei sehr zweckmässig, dass der Ler- 
nende ziemlich bald sich an die Betrachtung der Eigenschaften der Functionen gewöhnt. 
Das gewöhnliche mathemalische, mehr rechnende Verfahren, wird durchaus nicht überflüs- 
sig durch diese neuere Betrachtungsweise; es lassen sich aber oftmals doch sehr grosse 
Rechnungen ersparen; ferner, was sowohl für das Studium, als auch für selbstsländige Ar- 
beiten von grösstem Werlhe ist, die Möglichkeit gewisser Darstellungen (als z. B. der ellip- 
tischen Functionen durch die &) lässt sich sofort übersehen ; es wird dadurch leichter, den 
Faden einer gegebenen Rechnung, welche man nachstudiert, zu behalten, und es kann viel 
zielloses Rechnen bei selbstständigcn Arbeilen vermieden werden. Ich empfehle daher das 
Werk nochmals einem Jeden, welcher sich mit Riemann'schen Arbeiten vertraut machen 
will, zum Vorstudium." [G. Roch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1865, 4. Heft.] 

Port, 0., und 0. Schlöndlcll, Professoren an der Königl. polytechnischen 
Schule in Dresden, Lehrbuch der analytischen Geome- 
trie. Zwei Theile. Mit in den Text gedruckten Holzschnitten. 

-Zweite Auflage, gr. 8. 1863. geh. 2 Thlr. 22% Ngr. 

Einzeln: 
I. Theil. AnalytischeGeoittetriedepEbene,vonO.Port. lThlr.7V4Ngr. 
II. „ Analytische Geometrie des Raumes von 0. Schlömilch. 

1 Thlr. 15 Ngr. 

Das vorlieg-ende Lehrbuch der analytischen Geometrie ist vorzug-sweise für den 
Unterricht an technischen und anderen höheren Schulen bestimmt. Der ung-etheiltc Beifall, 
den dasselbe g-efunden, hat bereits eine zweite Auflagre nölhig^ gemacht. Wo die fernere 
Einführung- beabsichtiget wird, stellt die Verlagshandlung- dem betreffenden Lehrer gern ein 
Freiexemplar behufs vorherig-er Prüfung 2ur Verfügung. 



Hesse, Dr. Otto, ord. rrofessor an der Universität zu Heidelberg, 
Vorlesungen über analytische Geometrie des Eau- 
mes, insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung, gr. 8. 
1861. geh. n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

„Ungeachtet det bedeutenden Aufschwung'es, welchen die analytische Geometrie 
namentlich im Verlaufe des letzten Vierteljahrhunderts einerseits durch die Erweiterung- des 
CoordinatcubegrifTes, andererseits durch die Fortschritte der algebraischen Methoden , be- 
sonders in der Theorie der Determinanten und der homogenen Functionen , genommen hat, 
fehlte es doch noch h\6 vor Kurzem an einem Lchrbuche, welches geeignet gewesen wäre, 
den Studierenden der Mathematik zur Einführung in diese neueren Disciplinen zu dienen. 
Für die analytische Geometrie der Ebene ist zu diesem Zwecke den deutschen J&ngern der 
Wissenschaft ein wichtiges Hilfsmittel in der Fiedler'schen Uebertragung des Salmon'schcn 
Werkes in die Hand gegeben worden ; für' die des Raumes wird die erwähnte Lücke ynserer 
mathematischen Litteratur auf eine ausgezeichnete Weise durch das vorliegende Lehrbuch 
ausgefüllt. Dass der Verfasser desselben vor Allen berechtigt war, in diese Lücke einzu- 
treten, dazu hat ef sich den Anspruch durch seine rüstige Mitwirkung am Ausbau sowohl 
der analytisch -geometrischen Methoden , als der hiermit im Zusammenhange stehenden Theile 
der Algebra erworben ; ein Blick in die letzten zwanzig Jahrgänge von Crelle's Journal wird ge- 
nügen, ihm diese Berechtigung zuzuerkennen. Gegenüber der Stellang des Verfassers auf 
dem Gebiete der Wissenschaft muss Referent von einer kritischen Besprechung des vorlie- 
genden Werkes absehen, nmsomehr, als dieselbe nur auf Anerkennung des darin dargeleg- 
ten Talentes und der Meisterschaft in der Darstellungsweise hinauslaufen konnte. — [Folgt 
Inhaltsangabe.] Für Leser, welche mit den nöthigen Vorkenntnissen ausgerüstet, Zugang 
zu den neuereu analytisch -geometrischen Theorien erhalten wollen, kann das vorliegende 
Werk als eines der wichtigsten Hilfsmittel bezeichnet werden u. s. w.*' 

[0. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik, 1862, 2. Heft.] 

Hesse, Dr. Otto, ord. Professor an (Jer Universität zu Heidelberg, 

Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der 

geraden Linie, des Punktes und des Kreises in der 

^Ebene. gr. 8. geh. . n. 1 Thlr. 10 Ngr. 

„Man kann ohne Uebertreibung behaupten, dass es sehr wenige Bücher giebt , die 
auf dem kleinen Räume von 182 Seiten eine solche Fülle von Material m einer so eleganten 
und durchaus klaren Darstellung bieten u. s. w." 

[Schlömilch, in der Zeitschrift für Mathematik, 1866, 2. Heft. J 

Hesse, Dr. Otto, ord. Professor an der Universität zu Heidelberg, 
vier Vorlesu-ngen aus der analyti'schen Geometrie. 
Separatabdruck aus der Zeitschrift für. Mathematik und. Physik, 
gr. 8. 1866. geh., n. 16 Ngr. 

Eahl, Dr. E., Lehrer der Physik an der Kriegsschule in Dresden, ma- 
thematische Aufgaben aus der Physik nebst Auf- 
lösungen. Zum GebraiichiB höherer Schulanstalten und zum 
Selbstunterricht bearbeitet. Mit vielen in den Text gedruckten 
Holzschnitten. 2 Theile. gr. 8. J857. geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr. 

Einzeln: 
I. Theil. Aufgaben, n. 24 Ngr. II. Theil. Auflösungen, n. 20 Ngr. 

,,Je zahlreicher und umfänglicher man Aufgaben - Sammlungen aus dem Gebiete der 
reinen Mathematik besitzt, desto seltener und verhältnismässig weniger ausführlich hat man 
sie für angewandte Mathematik und für Physik. Insofern ist daher schon jeder Beitrag für 
die specielle Litteratur letzteren Gegenstandes als eine ebenso erwünschte wie dankenswerthe 
Erscheinung auf dem Büchermarkte zu betrachten, wie auch übrigens der Verfasser bei Be- 
arbeitung einer selbstständigen Sammlung dieser Art zu Werke gegangen sein mag. Wir 
brauchen indessen bezüglich vorliegender Sammlung bei diesem einfachen und allgemeinen 
Urtheile nicht stehen zu bleiben , vielmehr wird Jeder nach Einsicht in dieselbe darin mit 
uns übereinstimmen, dass dieselbe für den Schul- und Privatgebrauch ein recht instructives 
Hilfsmittel zur Aneignung und zum klaren Verständnis der Hauptlehren der Physik dar- 
bietet. Sie unterscheidet sich zunächst von anderen derartigen Sammlungen, z. B. von der 
Fliedner'schan ) auch darin, dass der Gebrauch der DiffereAlial- und Inte^ralrechnting für 
einzelne Beispiele nicht ausgeschlossen ist, ohne jedoch die Kenntnis dieses Theiles der 
Mathematik durchgängig vorauszusetzen , indem die Mehrzahl der Beispiele davon unabhängig 
gestellt ist.'< [Witzschel, in der Zeitschrift Tür Mathematik, 1858, 6. Heft.] 
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